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Tema 1
Los conjuntos nimericos

1. Operaciones en el conjunto de los numeros reales (R)

1.1. La suma y sus propiedades

Asociativa: (a+b) + c = a + (b+c)
Elemento neutro: es el nuUmero 0,yaquea+0=0+a=a

Elemento simétrico: Dado a, su elemento simétrico, llamado opuesto, es -a, ya
que secumplea+(-a)=(-a)+a=0

Conmutativa: a+b = b+a

1.2. El producto (o multiplicacion) y sus propiedades

Asociativa: (a*b)*c = a*(b*c)
Elemento neutro: es el numero 1, ya que 1*a=a*1=a

Elemento simétrico: Dado a # 0, su elemento simétrico, llamado inverso, es a-1 =
1/a, ya que a* (1/a)=1.

Conmutativa: a*b = b*a
Distributiva respecto de la suma: a*(b+c) = a*b + a*c

Relacionado con la multiplicacion y la divisidn de numero reales se encuentra la regla
de los signos. Simbdlicamente estas reglas se pueden expresar de la siguiente for-
ma:

+y(+) =) (F):(+) = (+)
()'¢) =(+) ():()=(+)
+yG)=0) (+):() =)
Cr¢+)=0) ():(+) =()

EJERCICIOS RESUELTOS

1.3-5=-2
2.3+2-7 = -2
3.12-25+1 = -12
4.12+4-20=-4
5.2-3-(-4)=-1+4=3
6.-12 -4 -20 =-36
7.5-(-12 + 4) = 5- (-8) = -40
8.12+(-4)2=12-4=8
9.2-3+(-4)=-1-1=-2
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o 42-(-3)—(-1)=2+3+1=6
o 4:(-3)=-12
o -4:(=3)=12
e -4(-3)(-3)=-36
¢« (3)(:3)=-9
o -2:3-(-3)=18
o 4-(42)=4-2=8
o 3 (-12-2) =3 (-14) = -42
o -4-(—2-3)-1=-4-(-5)-1=20-1=19
o 2:(=2)-2-(2)=4+4=38
o —1-(=2)+(=2)(=3)(-1)=2-6=-4
e 3-25=3-10=-7
o 4-2:(5)=4+10
o 2:(-3)-1=-6-1=-7
o -3(-2)(-1)-6=-6-6=-12
o -10-(-2)(-1)(-3)=-10-(-6) =-10 + 6 = -4
o 10[3-2:(5-4)-2:(4-2)] =
=10(3-2-2-2) = 10(1 — 4) = 10-(=3) = -30
" 3+(-4 +(-2)) = -3:(-4-2) = -3:(=6) = 18
6(4+5) -4(5-3) = 6:9 -4-2 = 54-8 = 46
3-(4-1-8) -4+(2-3+6) = 3+(-3) -4-5 = -9+20 = 11

4-[-3-2(-5+4) -2-(-4+2)] =
= -4-[-3+2 -2-(-2)] = -4-(-1+2) = -4
. 6:(4+5)-2-(5-3)=236-4=32
-2-(3-6)-5(6-10)=-6+20 = 14
2(-4+1)+7-(2-3)=-6-7=-13
-10(- 1- 5) - (-5 - 3) = 50+8 = 58
6-(12-5)-3- (5-3)=-42-6 = -48
7-(6 -(-5))—4(5—3)=7-11 -4-2 = 77-8 = 69
2-3-(-4)=2-3+4=3
5-(-12 + (-4)) = -5-(-16) = -80
9. 6:(4+5)-4-(5-3)=60-8 =52

©® NS R LD =

10. 10[32(54)2(42)]-10(324)-10(3) -30
11. 4-[(3+2)-5] =40 =0
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2. VALOR ABSOLUTO

El valor absoluto de un numero real es su valor después de quitarle su eventual
signo negativo. Si el numero es positivo, su valor absoluto es él mismo; mien-
tras que si es negativo, el valor absoluto es el numero opuesto. Se nota |x| el
valor absoluto de x. Por ejemplo: |- 4,5] = 4,5 (se quita su signo negativo) y |
3,14|=3,14 (no se modifica).

3. DESCOMPOSICION DE UN NUMERO EN FACTORES PRIMOS

Llamaremos numero primo a aquel numero que es divisible por si mismo y por
la unidad. Todo numero natural puede escribirse como producto de factores pri-
mos, diremos entonces que se ha factorizado. Ejemplo: “Factorizar 180”

180  DIVISO-
90 RES
45 2
15 2
5 3
1 3
5

Luego : 180 = 2*2*3*2*5 = 2%*3*5.

Las reglas de divisibilidad son criterios que sirven para saber si un numero es
divisible por otro sin necesidad de realizar la division.

Divisible significa que al dividirlo por ese numero el resultado es una division
exacta con resto cero. Por ejemplo, 30 es divisible por 5 porque al dividirlo por
5 el resto es cero 30:5=6.

Las reglas:
Un numero es divisible por 2, 3 6 5 si: 2
siterminaenOQoencifrapar  Ejemplos 50; 192; 24456;

si la suma de sus cifras es Ejemplos: 333 (dado que 3+3+3 =9); 9 es un miltiplo de
- . 3 - (33
multiplo de tres 5 si 3; (3x3=9)
terminaen0oen5 Estas re- Eiemolos 35 70: 1115;

glas son importantes dado que te facilitan el calculo de las descomposicién de
factores que a su vez sirven para reducir y simplificar fracciones.

4. MAXIMO COMUN DIVISOR (M. C. D.)

El MAXIMO COMUN DIVISOR de dos o mas nimeros es el nimero, mas gran-
de posible, que permite dividir a esos numeros.
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* Para calcularlo. De los numeros que vayas a sacar el maximo comun di-
visor, se ponen uno debajo del otro, se sacan todos los divisores de los
dos numeros y el maximo que se repita es el maximo comun divisor (M.-
C.D)

» Ejemplo: Sacar el M.C.D. de 20y 10:

20: 1,2,4,5,10y 20

10: 1, 2, 5y 10 Esto sirve para numeros peque-
Aos. Pero para numeros grandes hay otra manera: la descomposicion de
factores.

Forma rapida de calcular el Maximo comun Divisor (M.C.D.).
Ejemplo: Sacar el M. C. D. de 40 y 60:

1° Tienes que saber las reglas divisibilidad. Haces la descomposicion de
factores poniendo numeros primos. Por ejemplo para 40, en la tabla de aba-
jo, se va descomponiendo en 2, 2,2y 5.

40 2 60 2
20 2 30 2
10 2 15 3
5 5 5 5

1 1

Asi, 40=2*2*2*5=2%5, y 60=2*2*3*5=2>*3*5.

2° De los resultados, se cogen los numeros repetidos de menor exponente y se
multiplican y ese es el M.C.D. En el ejemplo: M.C.D = 2?*5=4*5=20.

5. MiNIMO COMUN MULTIPLO (m.c.m.)
Antes de nada, veamos el significado de la palabra “multiplo”.

Multiplos: los multiplos de un numero se obtienen multiplicando dicho numero
por los numeros naturales 0, 1, 2, 3,4,5 .....

Ejemplo: multiplos del 7: 7x0=0; 7x1=7; 7x2=14; 7x3=21; 7x4=28; 7x5=35 ....
Por lo tanto, son multiplos del 7: 0, 7, 14, 21, 28, 35, 42, 48, 56, 63, 70, 77, 84,
91, 98, 105, 112, 119, 126, 133, 140, 147, 154, 161, 168...

Veamos ahora como se calcula entonces el minimo comun multiplo. En primer
lugar escribimos su definiciéon. El minimo comun multiplo (m. ¢. m.) de dos o
mas numeros es el menor multiplo comun distinto de cero.

Ejemplo: Averiguar el m.c.m. de 20 y 10:

20: 20, 40, 60, 80...
10: 10, 20, 30...
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20 es el multiplo menor que es comun a ambos numeros. En consecuencia, m.-
c.m.=20.

Ejemplo: Calcularelm.c. m. de 4,5y 6.

Se hace la descomposicion de factores (que ya la explicamos en el apartado
dedicado al maximo comun divisor). Lo hacemos de la siguiente forma:

4= 272=2
5= 5 6= 2*3

Se toman los factores comunes y no comunes con el mayor exponente y se
multiplican: 22 * 3 * 5 =60. Elm.c.m de 4,5y 6 es 60.

Uno de los usos del m.c.m. es el calculo de sumas y restas con quebrados
(=fracciones). A continuacion, dedicaremos un apartado a trabajar con fraccio-
nes.

6. Operaciones con fracciones
6.1. Sumar fracciones

Se calcula el m.c.m de los denominadores. Entonces se pone como denomina-
dor ese numero. A continuacion, el numerador de la primera fraccion se multi-
plica por la siguiente operacion: (m.c.m./denominador de la primera fraccion).
Después se realiza la misma operacion pero con respecto a numerador y deno-
minador de la segunda fraccion. Finalmente, se suman estos numeros. Ejem-
plo:

5,1_5x(6/3)+x(6/2) _5x2+1x3 1043 _13

32 6 6 6 6
6.2.Restar fracciones

Lo mismo que la suma de fracciones, pero al final en vez de sumar, se restan.
Ejemplo:
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6.3. Multiplicar fracciones
Es muy facil; se multiplican los numeradores para calcular el nuevo numerador

y se multiplican los denominadores para calcular el nuevo denominador. Ejem-
plo:
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| ¢

W | ¢
N | -

6.4. Dividir fracciones

También muy faciles de hacer. Debemos usar la vieja regla: "se multiplican en
cruz". Es decir, el numerador se calcula multiplicando el primer numerador por
el segundo denominador. El denominador se calcula multiplicando el primer de-
nominador por el segundo numerador. Ejemplo:

51 5x2 10
-X—:------: —
3 2 3xI 3

Ejercicios resueltos
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h——6=h_ — — =_T
§ 3 5 5 D
4 7_41 7.6 4-42 4.1-7-6 38 19
6 6 6 6 6 B
1 3 17 32 7-6_1
4 14 28 28 | 28
1.2 1 1:8 392 11 344-1 &
——|————: RE= —= = :—:1
2 3 6 6 0o 6 6 6
E 5 1.3 36,52 3-18+10 5
2 "% 8 6 6 6 6
" 1+1_16_1-3 1.1_6+3+1_10_5
2 6 6 6 6 6 6 3
0.1 2 ;. 1 1_330,13 12 90 3 2_9%0+3-2
20 10 30 10 15 30 30 30 30 30 30 30
3,1 11315 112 11.5_45+12-55_ 2 1
20 25 60 300 300 300 300 300 150
i 1,, 2 14 1., 2 1415-5+3.205-2.3
15 45 75 15 45 75 225
_ 210-5+675-6 874
N 225 225
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1+ a
2 2
1 1 11
1+ =1+—: 4+ — = —
1+l:E - LI
53 4
a__l_ﬁ.l'i—l| g | L 3 5 [ 8
| 2 2| 23 2 348- & - 1
_4_1 =¥ : / 7
2 2 2 2
11 3
1212 2 4 4
2 3 3
(—4) [3[32 16 (1 < | IR Uy £ & 137 .|
2 -'5[7‘7-*3“‘5 [T SRl
" — 1 —
(=212 r a3l S
\ 2)2 2 2
a:i1lg B4l ol 5. [88 4} .7
31 13 3 J__8_737_16
1 3% . n nm

(e (=

7. SACAR FACTOR COMUN

Sacar factor comun consiste en extraer el monomio que se repite en todos los

términos. Ejemplos:

15X3 + 3X% - 12X = 3X(5X% + X - 4)
4x3 - 12 + 6x =2x (4x° - 12x? + 6X) 2x
2x 2X

En otras palabras, se busca el maximo factor comun y dividimos cada término
del polinomio por el maximo factor comun. En el caso anterior, el resultado es
el siguiente: 4x> - 12x? + 6x = 2x (2x? - 6x + 3)

Otro ejemplo. Simplificar la expresion 6x° - 8x* - 10x3

El maximo factor comun entre los coeficientes numéricos es 2. La variable x se
repite en todos los términos y al exponente menor que aparece es 3. Por lo

tanto el maximo factor comun es:

BX° - 8x* - 10x® = 2x3( 6x° - 8x* - 10xX°)

2x3

=2x*(3x?-4x-5)

El paso de divisién es opcional y lo podemos hacer mentalmente.
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Otro ejemplo. Simplificar la expresién 3x? - 9x. El maximo factor
comun es 3x y dividiendo por este obtenemos:
3x?2-9x =3x(x-3)

8. Productos notables

Existen algunos productos, que por su continuo uso en algebra y en caélculo,

conviene MEMORIZAR. Estos productos son:

8.1. Binomio al cuadrado.

(a +b)* = (a +b)(a +b) = a* + ab + ab +b* = a* + 2ab +b*
(a -b)* = (a -b)(a -b) = a* - a -ba +bb* = a* - 2a +bb*En

resumen:

(a +b)* =a* + 2ab + b*

(a-b)* = a*-2a +bb

8.2. Suma por diferencia de dos cantidades.
(a +b)(a -b) = a* - ab+ ab-b*?

=a*-b

En resumen

(a+b)Ya-b)=a’-b"

9. PROPIEDADES DE LAS POTENCIAS Y LOS RADICALES

Aqui se muestran algunas de las propiedades mas interesantes.
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a)

b)

c)

d)

e)

9)

h)

k)

m)

n)

a -a —a
m
a —
a™:at — — g
n
a

af-bf =(a-b)f

(dp b J‘” — QP . ™

a’=1
al=a
= { |
al==
a
.
da =_b
a
-1
al 1 b
b a a
b
a —l\_ 1 ] L') n
b |a * la
b
1
Ja=a?
E
l\’a.l'.\'l =a“
1
1Ya i
n n.:’a il (aP)m" — g
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EJERCICIOS RESUELTOS

a) 24 .22 :24-'—2 =26
b) 3_32‘38 231+2+6 :39
C) 24 _2—2 - 24-!-{—2} - 24—2 - 22

d) 2—4 .2—2 — 2—4+{—2) — 2—4—2 - 2—6 - %

e) 2—1 _23 .2—2 - 2—1+3+(—2) - 2—1+3—2 - 20 - .«I
g) 55 =52 =5"=5

b) 112:11° =13 =1 =1 1°

2* 2-3 o 1
) —=2"7"=2"=—
) - g 2
d) 7’4':73‘=7"“¢"'+3—7‘5’=7i5

22 :2—3 _ 22—(—3} N 22+3 _ 25 =25_(_3} - 25+3 = 28
i 22 = 27

0 (3°:30):34 =352 54 £ 30234 - 37 134 = FHN =37 = 3"

e)

a) (3*) =32-=3°

) (2°)7 =28 =2

c) [(3-3 )‘2]_2 o Mt S

0

d) (3*) =3*°=3"=1

3 =2

( -
 {le] ] ==t mmngs 4
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a)

b)

c)

d)

e)

(5%)
523
56

(=)
(32 Ja 53-f -—
(32 : l 33 )3 521 = 5%
)5 ‘ | 5 -21 ul
33 23 5-
. 15
_ 3? N = 1
5 _ :
.33 36 | 513
_ 31 i
| =
‘33 35—9
_ 31U+3 _ 3_3
-1
_3° )
- 313—5
=37

(=)

352
3
3
3

(5"
.53 )‘1
2 5?
(5—21-(—3) )
-1
-5
(=)
-1
5%
__5u5n4J
: 52
- 52
B 55—2
53

53
— | ((52 \2
5% | ]_1

( : .

i ) |

(2-3 )_3 : ( :52.2{

)-1 ) 2'3 B | |
.(2-‘}2
= )
= N ' |
.{_ .
1) 2%1_{32 |
) v N |
' ~{
] 2
_(_6 53+
2° } 4_
+2
+6 5?
2 |
i 212 5?
25
212—5
= DF
15
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Polinomios
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Tema 2
Polinomios

Los polinomios de una variable son expresiones algebraicas en las que apare-
cen unos numeros determinados, llamados coeficientes, relacionados con una varia-
ble mediante las operaciones elementales de suma, diferencia y multiplicacion. Es de-

cir, un polinomio, P, con coeficientes reales es una expresion de la forma

ax"+a, x""+...+ax+a,
donde a,.a,,...,a, € R .
Algunos de los coeficientes «,,a,,...,a, pueden ser igual a cero. Si suponemos que

a, # 0 diremos que n es el grado del polinomio. Es decir, se llama grado de un poli-
nomio al exponente de la potencia maxima con coeficiente distinto de cero. Escribire-
mos grad(P)=n, si a, # 0, ademas, dicho coeficiente a, recibe el nombre de coefi-
ciente principal de P.

Los polinomios se suelen representar por letras tales como P, Q, S o bien si se
especifica la variable por P(x), Q(x), S(x).

Ejemplo 1.

a) Los numeros reales se pueden considerar como polinomios de grado
cero. Es decir, P(x)=6, representa al polinomio P(x)=3x°

b) Los polinomios de grado uno son de la forma P(x)= a;x+aocon a, # 0,y
también reciben el nombre de polinomios lineales. Un caso particular p(x)=5x-1.

c) Los polinomios de segundo grado son de la forma

P(x) = a2x2 +a,x+a, reciben el nombre de polinomio cuadratico. Por ejemplo
p(x)=3x°+x+7.
Operaciones con polinomios

Suma y diferencia de polinomios. Dados dos polinomios P(x) y Q(x), escritos de la
siguiente forma

P(x)=a,x"+a, x"" +...+ax+a,

O(x)=bx"+b,_x"" +...+bx+h,
donde si grad(Q)=m<n=grad(P), entonces b, =b, , =...=b,,, =0.

Definimos la suma de dichos polinomios Py Q como el polinomio

18
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S(x)=(P+Q)x)=(a, +b)x" +(a, +b, )x"" +...+(a, +b,)
Analogamente se define la diferencia como el polinomio
D(x)=(P-Q)x)=(a, —=b)x" +(a,,—b, )x"" +...+(a, —b,)
b) Producto de polinomios. El producto de Py Q es el polinomio P-Q cuyos

coeficientes vienen dadas por

¢, =a,b, +ab, ,+...+a,b,, 0=k=<grad(P)+ grad(Q)

Ejemplo 2.
2x3 - 3:.::2 +1
2c-3
—6x° +9x° -3
axt -6y +2x

axt —122° +9x* + 2x -3

1. Division Euclidea de polinomios. De manera similar a la divisién de nu-
meros enteros tenemos el siguiente resultado para polinomios: dados dos
polinomios Py S, con S # 0, existen dos polinomios Q y R, tales que

P=SO+R, grad(R)< grad(S).

Llamaremos al polinomio Q cociente de la divisién de P por S y diremos que R

es el resto de dicha divisién. Ademas, los polinomios Q y R son unicos

Ejemplo 3.
4x* — 3c? +3 |x'-x+1
—dx® + 4x* - 4x 4x+1
' o —d4x+3
—x*+x -1
YW —3xr+ 2

2. Regla de Ruffini.

En el apartado anterior hemos visto la division de polinomios, en general, pero
uno de los casos mas importantes de la division de polinomios es el que tiene
por divisor un binomio del tipo x - a, siendo "a" un nimero entero; por ejemplo

19
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(x-1), (x+2), etc. Ademas de realizarse la division por el método general ex-
puesto en el apartado anterior, se puede realizar usando la regla de Ruffini en la
que se procede de la siguiente forma: en primer lugar se deben colocar todos los
coeficientes del dividendo ordenados de mayor a menor grado y si falta el de al-
gun grado intermedio colocar un 0. A continuacion:

- Se "baja" el primer coeficiente del dividendo.

- Se multiplica "a" por el coeficiente bajado y se coloca el resultado debajo
del segundo coeficiente (el signo de a serd positivo si el divisor es del tipo
(x-a) y negativo si el divisor es del tipo (x+a).

- Se suma el segundo coeficiente con el resultado anterior.
- Se continla el proceso hasta terminar con los coeficientes.

Los numeros de la fila inferior obtenida son los coeficientes del co-
ciente (de un grado menor al dividendo) excepto el Gltimo nimero
que es el valor del resto.

Ejemplo 4. (2x” +3x> +-2x+x* +4):(x-2)

Primero se ordena el dividiendo (x* +3x” +2x> —2x+4). A continuacion, se escriben

solo los coeficientes con sus signos. El término independiente del divisor (x-2) se pone a la iz-
quierda con el signo cambiado y se procede.

1 3 2 -2 4
2 ‘ l ¥ 2 ¥ 10 x 24 x 44
‘ 1 5 12 22 48

Es decir, el cociente es x* +5x* +12x+ 22 y el resto 48.

12. Resolucién de ecuaciones polinémicas. En este apartado vamos a tratar
la resolucién de ecuaciones polindmicas de grado menor ¢ igual a tres. Para
ello, en primer lugar vamos a ver el siguiente teorema:

Teorema del resto:

" El resto de la division de un polinomio P(x) entre un binomio de la for-
ma (x - a), es igual al valor numérico del polinomio cuando x toma el
valor "a" que podemos expresar como P(a) "

Ejercicio 1- Calcula el valor numérico del polinomio x* + 6x? - 3x - 4 en los casos:
x =0 ; x=-2; x = 1. Realiza la division del polinomio por el binomio del tipo (x -
a) adecuado, comprobando que el resto de la divisidon coincide con el valor numéri-
co calculado antes.

1. Factorizacion de polinomios

Una aplicacion muy importante de la division de polinomios es la factorizacién de
polinomios, y en concreto conseguir factores del tipo (x-a).

20
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Ejemplo 5. Si se realiza el producto (x-2)-(x+3) se obtiene el polinomio x* + x - 6,
por lo que puede expresarse dicho polinomio como producto de factores: x> + x - 6
=(x-2) - (x+3)

Conseguir, cuando sea posible, expresar un polinomio como producto de binomios
de primer grado, en principio del tipo del ejemplo, o al menos algin binomio de ese
tipo, es lo que se denomina "factorizar el polinomio".

Para conseguir factores del tipo mencionado (x - a), bastara encontrar valores de
"a" para los que la divisidn, que se efectla por la regla de Ruffini, sea exacta, o sea
que el resto sea 0 y aplicar que:

"Dividendo = divisor - cociente + resto" o D = d - c + r, con lo que quedaria D
= d - c que en términos de polinomios con la variable x, se puede expresar: D(x) =
d(x) - c(x) obteniéndose ya el polinomio dividendo descompuesto en dos factores.

Habras podido observar que en todos los casos en los que el valor numérico ha sido
0, la division del polinomio por "x - a" es exacta (teorema del resto).

Si has probado bien, habras encontrado que el valor numérico era 0 para x = 1 (a
= 1) y para x = -2 . ¢écuadl es el cociente para a = 1?

Ejercicio 2- Dado el polinomio 2x> + x? - 5x + 2 , encontrar valores de "a" para los
que el valor numérico del polinomio sea 0.

Habras podido observar que en todos los casos en los que el valor numérico ha sido
0, la divisién del polinomio por "x - a" es exacta (teorema del resto).

Si has probado bien, habras encontrado que el valor numérico era 0 para x = 1 (a
= 1)y para x = -2 . ¢écudl es el cociente para a = 1?.

Nota: Una regla muy util: Los valores de "x = a" enteros, para los que el
valor numérico de un polinomio es cero, son siempre divisores del término
independiente del polinomio.

Con esta regla es mas facil buscar los valores de "a". Asi en el ejercicio anterior
sOlo pueden ser 1, -1, 2y -2.

Ejemplo 6. E/ polinomio siguiente se factoriza:
233 +x?-5x+2=(x-1)(x+2)(2x-1)

Por tanto, el valor numérico de dicho polinomio para x = 1 y x = -2 es 0, es decir,
si escribimos la ecuacion:

2x° + x? - 5x + 2 = 0, sabemos que dos soluciones de la misma son x = 1y x = -2,

Estos valores de x se llaman "raices del polinomio", que son por tanto soluciones de
la ecuacion P(x) = 0.

De la ecuacion: 2x* + x* - 5x +2 = (x - 1) (x + 2) ( 2x - 1) = 0 se obtiene, ademas de las
dos soluciones anteriores, la solucion2x-1=0;x=1/2=0.5.

1. RESUMEN
1. Operaciones con polinomios

1. Dados dos polinomios P(x) y Q(x), escritos de la siguiente forma

P(x)=ax"+a, x""' +...+ax+a,, Q(x)=bx"+b x""+...+bx+b,.
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S(x)=(P+Q)x)=(a, +b)x" +(a, +b, )x"" +...+(a, +b,)

D(x) = (P - Q)(x) = (an _bn )x” + (an—l - bn—l )xn_l t+...+ (aO _bO)
2. P-0 cuyos coeficientes vienen dadas por

¢, =ayb, +ab,  +...+a,b,, 0=<k<grad(P)+ grad(Q)

3. Dados dos polinomios Py S, con § # 0, existen dos polinomios Q y R, ta-

les que
P=SO+R, grad(R)< grad(S).

Llamaremos al polinomio Q cociente de la division de P por S y diremos que R

es el resto de dicha division. Ademas, los polinomios Q y R son unicos

2. Dado un polinomio P(x) las siguientes afirmaciones son equivalen-
tes:

- El valor numérico parax = aes 0o seaP(a) =0
- La divisidon del polinomio P(x) entre el binomio (x - a) es exacta

- (x - a) es un factor del polinomio: P(x) = (x - a) C(x), siendo C (x) el cociente de
P(x) : (x-a)

- La ecuacién P(x) = 0 tiene una solucién para x = a.

3. Teorema del resto: " El resto de la division de un polinomio P(x) en-
tre un binomio de la forma (x - a), es igual al valor numérico del po-
linomio cuando x toma el valor "a" que podemos expresar como
P(a) n

4. ! Los valores de "x = a" enteros, para los que el valor numérico de

un polinomio es cero, son siempre divisores del término indepen-
diente del polinomio.

7. ACTIVIDADES

a) Dados los polinomios P(x)=x**+x+1, Q(x)=x2-1, R(x)=2x*+ 5x-1 vy
S(x)=x* +x*+1. Calcular: S(x)+P(x), R(x)-S(x), P(x)Q(x), R(x)S(x).

b) Efectuar las siguientes divisiones entre polinomios:
. xX*+x*-1):(x-1)
2. (x*H3x* % +6x? 3x +2) : (x* + x* +2x* —x +1)
3. (3x +2x 4720 +2x-3):(x )
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3) Determina el polinomio y el resto aplicando la regla de Ruffini de las divisiones:

a) (x4—2x2 +3x° —l):(x+2)

c) Factorizar los siguientes polinomios

X2+ 2x%-x -2

X +2x% +x

3x° +2x* +7x° +2x -3
¥ +xt-x-1

X +2x% +x

X =2x"+2x—-4

2x —2x* +x-1

9x? 25

x° —6x+9

Ox* +6x*+1

b)(4x3—2x+1):(x-%)

d) Calcular el valor de m para que el resto de la division del polinomio x* +mx* —

2x + m entre x-1 sea 1.

Mas Ejercicios:

(1) Dados los polinomios:

A: x3+5x2—8x +2
B: 2x3 - 7x% + 1
C:ax*+x3+x?-x +1

Calcular:
1. A+B-2C
2. A-B/5
3. AxB
4. C: A
5. C:B
Solucion:

Pag
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a) Lo haremos por partes. Primero puede ser la suma de A + B
(C+5x2—8x +2)+ (23 -T7x*+1)=x*+ 23+ 5x*—7x* —8x +2+ 1=
=3x®—2x? - 8x +3
Multiplico el polinomio C por 2
2 -(Ax*+x3+x2—-x +1)=8x"+2x*+2x* —2x + 2
Resto al resultado de A + B, el resultado de 2C
A+B-2C=3x>-2x>—8x +3 — (8x* + 2x* + 2x* — 2x + 2)
Me fijo que 2C tiene delante un signo menos que me va a cambiar los signos
de dentro del paréntesis
A+B-2C=3x*-—2x2-8x +3 - 8x*-2x3-2x?+2x -2 =
=-8x*+x3-4x?-6x + 1

b) primero dividiremos B por 5
(2x*=7x*+1)/5=(2/5) x* — (7/5) x> + 1/5
se lo restaremos a A
(x® + 5x2 = 8x + 2) —((2/5) x® — (7/5) x*> + 1/5) = (1 =2/5)x® + (5+7/5)x? — 8x + (2—

1/5)=

=3/5x* + 32/5 x* — 8x + 9/5

c) Ax B tenemos que multiplicar todos los términos

+ X3 + 5x2 - 8x +2
+ 2x3 - TX? + 1
+ X3 + 5x? - 8x +2
- 78 -35 x4 + 56x3 - 14 x?
+ 2x8 + 10x° -16 x* + 4x3
+ 2x8 + 3x° -51 x4 +61x3 -9 x? - 8x +2
1. C: A
Solucion:
4x*  + x2 + X2 -x +1 x3 +5x%2  -8x +2
-4x4 -20 X3 +32x%>  -8x 4x -19

19 x3 +33x%2  -9x +1
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+19x3 +95x?> -152x +38

+128- - +39
x? 161x

el resultado dara de cociente 4x — 19 y de resto +128 x> — 161 x + 39

e)C:B
4x*  + X2 + x* - x +1 | +2x3 -TXP +1
-4x4 +14 -2X +2x +(15/2
x3 )
+15 + x? -3x +1
X3
15x3~ 105/2x ~(1512)
2

107/2x  -3x -13/2
2

el cociente sera igual a 2x + (15/2) y el resto igual a (107/2)x? — 3 x — (13/2)

(2) Hallar el valor de k para que la division entre (2x* + x® + x + k) y (2x? +
X — 2) sea exacta.

Solucion:
Realizamos la division

3

%;{x/ +0x?  +X +k +2x° + X -2

- 2x4 +2x2 +x? +1

+2x2 y +k
-2 + 2

Para que de exacta la suma de k + 2 tiene que ser igual a cero
k+2=0Iluegok=-2
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(3) Hallar, utilizando la regla de Ruffini, el cociente y el resto en las divi-
siones siguientes:

10. (x° = 3x*=2x +7): (x +2)
11. (x" = x*+1) : (x -1)

Solucion

Para hacer la division por Ruffini, colocamos los coeficientes, y cuando falte al-
gun término ponemos un cero

1. (X*°=3x*=2x +7): (x+2)

+1 -3 0 0 -2 +7
- -2 +10 - 20 +40 -76

2
+1 -5 +10 - 20 + 38 - 69

La solucion sera colocar los coeficientes a las respectivas x pero con un grado
menor y el ultimo termino es el resto

(X°=3x*—2x +7):(x+2)=x*-5x>+10x*— 20x + 38 y de resto -69

a) (x'=x*+1):(x-1)

+ 1 +0 +0 -1 0 0 0 +1
+ 1 +1 + 1 + 1 0 0 0 0
|+1 + 1 + 1 0 0 0 0 +1

(X" =x*+1): (x=1) =x°+x°+x* y de resto +1

(4) Obtener el valor de h para que la division entre (x* + 2x? + hx) y (x + 3)
sea exacta.

Solucion:

Al ser el divisor del tipo (x £ a) lo podemos realizar por Ruffini. En este caso
hay que darse cuenta de que hay que poner el término independiente que vale
0

+1 +2 +h +0
-3 -3 +3 -9-3h
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+ 1 -1 +3+h -9-3h

El resto debe de ser igual a cero luego
-9-3h=0; -3h=9; =-9/3; h=-3

(5) Resolver las ecuaciones siguientes:
e 2x*-3x+1=0
Solucion:

Se trata de una ecuacion de segundo grado que se resuelve por medio de la
férmula

—b+~b* —4dac

X =
2a
para la ecuacion que nos dan, los valores seran a=2; b=-3;
c= +1
sustituyendo en la formula
_ +3++/3—a421 3+./9-8 3=+1, . _3+1_4_,
21 2 o 4

3-1 2 1

x2 = = —

4 2

para estar seguros, lo que hariamos seria sustituir los valores que hemos halla-
do en la ecuacioén inicial

X 2X
« — i+ =
x-1 x+1
Solucidn:

La manera que encuentro mas sencilla para eliminar los denominadores es
multiplicando toda la ecuacion por el producto de los denominadores
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(x—l)(x+1)ﬁ+(x—l)(x+l)%=(x—1)(x+1)~3

eliminamos los denominadores
(x+Dx+(x-1)2x=(x-D(x+1)3
realizamos las multiplicaciones

x*+x+2x* =2x=3x*-3

3x* —x=3x">-3; eliminamos y cambiamos el signo a toda la ecuacion multipli-
cando por -1

x=3

para asegurarnos sustituiremos este valor en al ecuacion inicial
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o 2X°*-T7x*+2x+3=0
Solucion:

esta es una ecuacion de tercer grado. Para poder realizarla lo que haremos es
dividirla por Ruffini por uno de los divisores del término independiente. El moti-
VO €s:

ax®+bx?+cx+d=(ax*+byx+cy) - (xxa)=0

Como vemos, una ecuacion de 3° grado se puede transformar en una de se-
gundo multiplicada por una de primero. Para que este producto sea cero, uno
de los factores tiene que ser igual a cero

a1x2+b1x+c1 =0
X+ta,=0

Dividimos la primera ecuacion por los divisores del término independiente que
es 3ysusdivisoresson+1y+3

+ 2 -7 + 2 +3
+1 + 2 -5 -3
+ 2 -5 -3 0

Si no me diera exacto con + 1 probaria con -1 y luego con +3 y — 3 hasta que
diera exacto. Como da exacto quiere decir que x — 1 = 0, luego una solucion es
X4 =+ 1

lo que me queda es una ecuacion de segundo grado que se resuelve por me-
dio de la férmula conocida

2} -TxX*+2x+3=(2x*-5x-3) - (x-1)=0

2 Ko Y
2% — Bx—3 =0 __SENS-42:(3) 5425424 54449 547,
22 4 4 4
5+7 12 5-7 =2 1
x2:_:_:3’ x3:—:_:__
4 4 4 4 2
2 2
- +
° X 1+(X_2)2:X 2
2
Solucion:
29
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Lo primero que se me ocurre es quitar los denominadores, multiplicando toda la
ecuacion por el producto de los denominadores

2 2
322 - +32:(x—2)* =322 2+2 ; 22 =)+ 6 (x> —4x+4)=3(x* +2)
2x* —2+46x* —24x+24=3x>+6; 2x2+B6X2—3x2-24x-2+24-6=0

5x? — 24x + 16 = 0; una ecuacion de segundo grado

L 24%4247 4516 _ 24%/576-320 _ 244256 _ 2416

25 10 10 10
24+16 40 24-16 8 4
X, = :—:4; X, = - =
10 10 10 10 5

8. EJERCICIOS DE AUTOCOMPROBACION
1. Calcular la suma vy la diferencia de los polinomios:
P(x)=4x*-2x>*+3x*-2x+5 y Q(X)= 5x°-x*+ 2x
2. Calcula el producto de los polinomios:
P(x)=-2x+3x*-2x+5 y Q(X)=x+1
3. Calcular el cociente y el resto de las siguientes divisiones:
1. (2x* +3x-1): (x+2)
2. (5x*+3x* —6x° x +5) : (x + x> + 1)
4. Hallar el valor de a para que (-1) sea un cero del polinomio
P(x)=x* -2x*+3ax -2
5. (Qué valor ha de tomar a para para que (x-1) sea un factor del polinomio
P(x)= x* —3ax’ +2x* +37.
6. Descomponer factorialmente el polinomio x* ~7x + 6
7. Descomponer factorialmente el polinomio 3x* +x-2
8. Descomponer factorialmente el polinomio x* —5x +6

9. Descomponer en factores el siguiente polinomio 3x* —10x + 3

9. SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS DE AUTOEVALUACION
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S(x)=4x* + 3x® + 2x*> +5; D(X)=4x* - 7x> + 4x* - 4x + 5
M(x)= - 2x* + x>+ x> +3x + 5

1) cociente: 2x? —4x +11 resto —23 ; 2) cociente: 5x* —11x +9 resto: x-4

1
a=—
3
a=2
(x-1)(x-2)(x+3)
(x+1)(3x-2)
(x-2)(x-3)
(x-3)(3x-1)
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Tema 3
Ecuaciones

1. Ecuaciones de primer y segundo grado con una incognita

1.1. Ecuaciones de primer grado con una incégnita

Se denomina ecuacioén a toda igualdad que sélo es cierta para algunos
valores de las variables. En este caso, las variables se llaman incégnitas vy,
cada sumando, término de la ecuacién. Los términos numéricos se denomi-
nan términos independientes.

Al valor de la variable (o los valores de las variables) para el cual es cier-
ta la igualdad se le llama solucién de una ecuacién. Esta puede ser Unica,
pueden ser varias o incluso puede que la ecuacion no tenga solucién. En este
caso concreto a la ecuacion la llamaremos ecuacién imposible.

1.1.1. Resolucién de ecuaciones de primer grado con una incégnita

Resolver una ecuacién es hallar el valor de la incognita:

x+12 =46

En esta igualdad, x + 12 esta en el primer miembro (a la izquierda del
signo =), y 46 esta en el segundo miembro (a la derecha del signo =). Nuestro
objetivo es aislar la x, es decir, dejarla sola en alguno de los miembros. En
este caso, tenemos que trasponer el 12.

XxX+12-12=46-12
X =46 — 12, de donde x = 34

Para simplificar el proceso, podemos generalizar diciendo que, para des-
pejar (dejar sola) la x, podemos trasponer los términos que la acompafan pa-
sandolos al otro miembro haciendo la operacién contraria. (Si estaba sumando,
pasa restando; si estaba restando, pasa sumando; si estaba multiplicando,
pasa dividiendo; si estaba dividiendo, pasa multiplicando).

Ejemplo:

El perimetro de un cuadrado es 12 m. ;Cuanto mide cada uno de los la-
dos?
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12
4-x=12; x = I;X=3

Solucién: Cada lado mide 3 m.

Es importante que, una vez resuelta la ecuacion, compruebes el resulta-
do. Esto se hace sustituyendo la x por el valor que has hallado y comprobando
que se mantiene la igualdad. En este caso:

4-3=12
1.1.2. Resolucion de ecuaciones mas complejas

A veces nos encontramos ecuaciones donde la incdgnita nos aparece
repetida y en ambos miembros:

Método de resolver ecuaciones de primer
grado con una incégnita Ejemplo:

1. Quitar paréntesis. Si no los hay, pasar
al paso 2. 6x+5-3x=15-2x

2. Quitar denominadores. Si al quitar de- C d t
nominadores aparecen paréntesis, vol- uando nos encontremos una

ver al paso 1. Si no hay denominado- | ecuacion de este tipo, es conveniente
res, pasar al paso 3. agrupar en un miembro los términos

con x y en el otro los que no la tengan.
3. Agrupar en un miembro los términos
con x y en el otro los que no la tengan.

6x—3x+2x=15-5;5x=10

4.  Simplificar.

10
x = ?,dedondex=2

En las ecuaciones donde aparecen fracciones, lo primero que hemos de
procurar es eliminarlos. Esto lo haremos reduciendo todos los términos a co-
mun denominador.

Ejemplo:

S5x 2xX 60 &0
-6 =8;— + - =

X
+ J— _— _ _
5 " 10 10 10 10

N | =

Prescindiendo de los denominadores:

5x+2x-60=280
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Y ya podemos resolver trasponiendo términos:

5x+2x=80+60; 7x =140
140
x = 7,dedondex=20

De igual manera se aplica este método si hemos de despejar férmulas
matematicas. Por ejemplo, si tenemos que despejar el radio, r, en la férmula de
la superficie del circulo:

S S
S=n-r%ri=—;r=,—
T T

1.1.3. Aplicacién a la resolucién de problemas

No existe una receta unica que nos conduzca a un final feliz en la resolu-
cion de un problema, aunque te vamos a facilitar un procedimiento que, junto con
la practica, te lo va a allanar bastante.

1.1.3.1 Problemas de tipo aritmético

La suma de tres numeros impares

1. Lee atentamente el enunciado del | consecutivos es 1.845. Determina de qué nu-
problema hasta comprenderlo. meros se trata

Procedimiento para resolver un problema

2. Elige adecuadamente la incégnita.
Planteamiento:

3. Traduce el enunciado del problema a

lenguaje algebraico. ) o
Un numero impar se puede escribir asi:

4. Resuelve la ecuacion obtenida.

2x +1

5. Comprueba la solucién en la ecua-
cion.

Tengo que considerar que sean con-

8 Mo e rnentincts ol aenhiamo secutivos. Los numeros impares consecuti-

vos a 2x + 1 seran:

2x+1+2=2x+3y2x+3+2=2x+5
La suma de los tres ha de ser 1.845
(2x + 1) + (2x + 3) + (2x + 5) = 1.845
Resolvemos la ecuacion:
6x +9 =1.845; x = 306
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Solucion:
Primer nUmero: 2 - 306 + 1 =613
Segundo numero: 2 - 306 + 3 = 615
Tercer numero: 2 - 306 + 5 =617

Comprobacion:

Son todos impares y su suma es 1.845.
1.1.3.2. Problemas de edades

Un hombre de 40 arios tiene un hijo de 10 afos. ¢;Cuantos afios han de
transcurrir para que la edad del padre sea el doble que la del hijo?

Planteamiento:

Sea a el numero de afnos que deben transcurrir. Entonces el padre tendra
40 + a afos y el hijo 10 + a afos.

Nos dicen que la edad del padre sera doble que la del hijo, por tanto:
40+ a=2(10 +a)
Resolvemos la ecuacion:
40 + a = 20 + 2a; a = 20 afos
Solucion:

El padre tendra 40 + 20 = 60 afios.
El hijo tendra 10 + 20 = 30 arios.

Comprobacion:

60=2-30
1.1.3.3. Problemas de mezclas

¢Cuantos litros de vino de 3 euros/| hay que mezclar con 40 litros de vino
de 2 euros/l para obtener vino a 2’75 euros/I?

Planteamiento:
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Designemos por x la cantidad de litros de vino que hemos de mezclar. Su
valor sera 3x euros. El valor de los 40 litros de vino a 2 euros por litro es:

40 - 2 = 80 euros.

En total tendremos x + 40 litros que deseamos vender a 2’75 euros el litro
y cuyo importe es:

(x +40) 2’75 euros
Resolvemos la ecuacion:
3x+40-2=(x+40) 2’75
Solucion:
x =120 litros de vino de 3 € por litro

Comprobacion:

3-120+40-2=(120 +40) - 2’75
1.1.3.4. Problemas geométricos

El perimetro de un triangulo isésceles mide 15 cm. Calcula la longitud de
sus lados sabiendo que el lado desigual mide la mitad de cada uno de los otros
dos.

Planteamiento:

Un dibujo como el que aparece en el margen nos podria
aclarar el problema. Recuerda que un triangulo isésceles tie-
ne dos lados iguales. Si llamamos x al lado desigual, los
otros miden 2x cada uno (el doble).

El perimetro es la suma de todos los lados:
xX+2x+2x=15

Tengo que considerar que sean consecutivos. Vendran dados por:

Resolvemos la ecuacion:

5x=15; x= 1?5;x=3
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Solucion:

x = 3, por lo que un lado mide 3 cm y cada uno de los otros dos miden 6
cm.

Comprobacion:

Si sumamos los tres lados obtenemos el perimetro: 3 + 6 + 6 = 15.
1.1.3.5. Problemas de moviles con el mismo sentido

Un tren de mercancias parte desde Madrid hacia Sevilla a las siete de la
manfana a una velocidad constante de 50 km/h. A las once de la mafana parte
desde la misma estacion el AVE hacia Sevilla a una velocidad constante de 220
km/h. ;Cuanto tiempo tardara el AVE en alcanzar al mercancias y a qué distan-
cia de Madrid lo alcanzara? La distancia entre Madrid y Sevilla es de 471 kilbme-
tros.

Planteamiento:

Como la velocidad es constante, cada maévil habra recorrido en un tiempo t
un espacio v - t. Cuando el AVE alcance al mercancias ambos habran recorrido
el mismo espacio, el AVE en un tiempo t y el mercancias, como ha salido cuatro
horas antes, en un tiempo ¢ + 4.

El espacio recorrido por el AVE en t horas sera:
e, =220t
El espacio recorrido por el mercancias en t + 4 horas sera:
e;=50(t+4)
Como ambos habran recorrido el mismo espacio, resulta:
220-t=50-(t+4)

Solucién:

t= % horas, es decir, 1Th 10m 35’3s.

Calculamos la distancia recorrida sustituyendo en una de las expresiones
de tiempo.

2
e =220 - % = 258’82 km de Madrid

Comprobacion:
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Calculamos la distancia recorrida por el otro tren. Si coincide, es que el
AVE alcanza al mercancias en ese instante:

20
62 =50( +4) =258'82 km.

1.1.3.6. Problemas de moéviles con sentido contrario

A las 9 de la mariana parte un AVE desde Madrid en sentido Sevilla a una
velocidad constante de 200 km/h. Una hora mas tarde parte un mercancias des-
de Sevilla en direccion Madrid a una velocidad constante de 60 km/h. ;A qué
hora se encuentran y a qué distancia de los puntos de salida? La distancia entre
Madrid y Sevilla es de 471 kilometros.

Planteamiento:

Desde que sale el AVE hasta que se encuentra con el mercancias habra
estado un tiempo t andando y habra recorrido un espacio e; = 200 - t.

De igual manera, el mercancias habra andado durante un tiempo t — 1y
recorrido un espacio e, = 60 (f — 1) hasta que se encuentre con el AVE. Logica-
mente, la suma de los dos espacios es la distancia entre ambas ciudades: e + e;
=471

Solucion:
Asi que: 200t + 60 (t—1) =471

Resolviendo la ecuacion tenemos: t = 531 / 260 horas, es decir, 2h 2m
32'3s. Para saber a qué distancia de ambas ciudades se produce el encuentro
basta calcular los valores numeéricos de e y de e; una vez que sabemos el valor
t.

Comprobacion:

La suma de ambas distancias ha de ser igual a 471 km.
1.1.3.7. Problemas de trabajadores, grifos, ...

Un grifo llena un depdsito en 3 horas y otro grifo lo hace en 4 horas.
¢ Cuanto tiempo tardaran en llenarlo los dos a la vez?

Planteamiento:

Llamemos x al tiempo que tardaran ambos grifos en llenar el depdsito y
veamos la parte del depdsito que llena cada uno en una hora.
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Como el primero tarda 3 horas en llenarlo, en 1 hora llenara la tercera par-
te (1/3) del depdsito; el segundo llenara 1/4 del depdsito en una hora, y los dos
juntos, en una hora, habran llenado los 1/x del depdsito.

Por lo tanto:
1 1
— - —=—
Solucion:

X= % horas, es decir, 1Th 42m 51’4 3s.

1.2. Ecuaciones de segundo grado
Una ecuacion de segundo grado con una incognita es de la forma:

ax’+ bx +c =0, siendo a # 0.
La x recibe el nombre de incégnita.

Las letras a, b, ¢ las llamamos coeficientes.
1.2.1. Numero de soluciones de una ecuacion de segundo grado

El numero de soluciones de una ecuacion de este tipo puede ser dos,
una o ninguna.

1.2.2. Resolucién de ecuaciones de segundo grado

Resolver una ecuacion consiste en utilizar un procedimiento para encon-
trar sus soluciones. Como la resolucién de este tipo de ecuaciones tiene cierta
dificultad vamos a distinguir diversos casos:

1.2.2.1. Ecuaciones de la forma: ax?* + ¢ =0
Se soluciona despejando x? y extrayendo la raiz cuadrada:

Ejemplo:
2x*—8=0; 2x* = 8; x* = 4;

X=% J4;x=2yx=-2

1.2.2.2. Ecuaciones ax’ + bx =0

Para resolver este tipo de ecuaciones en primer lugar debemos sacar
factor comun x:

x(ax+b)=0
Este producto es cero cuando uno de los dos factores es cero:

40
Pag



x=0;
ax+b=0—-x=0

En el caso en que la ecuacion tenga la forma (x + p)(x + q) = 0, podre-
mos obtener las raices teniendo en cuenta que cada factor puede ser nulo. Por
tanto las soluciones son: x=-py x=—q

Ejemplos:
3x*—4x=0;x(3x—4)=0; x=06x=4/3

x=3)x+7)=0;x=3yx=-7
1.2.3. Férmula general para resolver ecuaciones de segundo grado

Vamos a utilizar el método de completar cuadrados en la ecuacion
ax> +bx +c =0, para obtener la formula que nos permita obtener directamente
sus soluciones.

=—bi\/b2—4ac

2a

X

1.2.4. Ecuaciones bicuadradas

Son ecuaciones de la forma ax* + bx*> + ¢ = 0 y para resolverlas necesita-
mos realizar el cambio x? = t. De este modo convertimos la ecuacion bicuadra-
da en una ecuacion de segundo grado que sabemos resolver: at* +bt+c=0.

El numero de soluciones de la ecuacion bicuadrada puede ser 4, 2 6 0.
Veamos todo lo descrito con un ejemplo:

x'=3x*—-4=0
Cambio xX*=t = * —3t-4=0
Resolvemos la ecuacion de segundo grado: 1, =4 y £, = -1
Deshacer el cambio:
Sit,=4 2>x=4 y=+J4 =42

Si t, =-1 = x> =—1 = No tiene solucion.
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Las soluciones de la bicuadrada son: x4 =2y x; = -2.

2. Ecuaciones polinémicas con raices enteras

Son ecuaciones formadas por polinomios cuyas soluciones son numeros
enteros.

Ejemplo:
x*+2x-3=0

Como veis, el primer término es un polinomio. Si hallamos sus raices por
factorizacién, tenemos

x+3)(x—-1)=0

por lo tanto, para que esa igualdad se cumpla se requiere que cada uno de los
paréntesis sea cero, o0 ambos sean cero. Asi, 0 bien

x+3=0
x=-3
o bien
x-1=0
x=1

Como veis, x = 1 y x = -3 son ambas soluciones para la ecuacion, y ade-
mas las dos pertenecen a los enteros.

Para comprobar que cada uno de los valores de x es solucion a la ecua-
cion, reemplazamos su valor en la misma y vemos que la igualdad se cumpla:

Para x =1:

x2+2x-3=0
12+2(1)-3=0
1+2-3=0
0=0

Para x =-3:
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x2+2x-3=0
(-3*+2(-3)-3=0
9-6-3=0

0=0

Las dos soluciones satisfacen la ecuacion.

3. Ecuaciones irracionales sencillas

3.1. Ecuaciones irracionales con una sola raiz

Las ecuaciones irracionales son aquellas que tienen la incégnita bajo el
signo de la raiz cuadrada: +/x—-1+3 = x. La forma de resolverlas es:

1) Dejar en un miembro de la igualdad todas las raices y en el otro miem-
bro lo demas.

2) Reducir términos.
3) Elevar al cuadrado los dos miembros de la igualdad

4) Hay que comprobar las soluciones que hemos obtenido ya que no to-
das pueden ser ciertas.

Ejemplo:
Jx—1+43=x; Jx—1=x-3;
( x—1)2=(x—3)2; x—1=x>+9-6x;
X =7x+10=0=>x, =2y x,=5

Comprobemos las soluciones:

J2-1+3=4=+2—= No es solucion.

J5-1+3=5= Siessolucion.

3.2. Resolucion de problemas
3.2.1. Problemas aritméticos

El cuadrado del doble de un nimero es 1.024. ;Cual es este numero?
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(2x)?=1024 = 4x*=1.024 = x*= 256 = x = £/256 = x =116

NOTA: jCuidado: salen dos soluciones!
3.2.2. Problemas de edades

Dentro de tres afios mi edad sera el cuadrado de la tercera parte de la
edad que tenia hace 25 afios. ;Cuantos afios tengo?

2
x+3= [x—325j = x = 46 afios tengo ahora

3.2.3. Problemas geométricos

Para empotrar un espejo antiguo de 90 x 60 cm en el cuarto de bario,
los alicatadores me han dejado un hueco rectangular de 8.800 cm?. ;De qué
anchura debe ser la cenefa que
/7 b'¢
14

compre para enmarcarlo?

(2x+90)-(2x + 60) = 8800 =
= 4x* +300x—3400=0= x=+10=

La anchura debe ser de 10 cm.

4. Ecuaciones exponencia-

les y logaritmicas sencillas

4.1. Ecuaciones exponenciales

Se llama ecuacidén exponencial a aquella en la que la incégnita apare-
ce como exponente. Un ejemplo de ecuacion exponencial seria a* = b.

Para resolver estas ecuaciones se suelen utilizar dos métodos alternati-
VOS:

¢ Igualacion de la base: consiste en aplicar las propiedades de las poten-
cias para lograr que en los dos miembros de la ecuacion aparezca una
misma base elevada a distintos exponentes:

A=A

En tales condiciones, la resolucion de la ecuacidn proseguiria a
partir de la igualdad x =y.

e Cambio de variable: consiste en sustituir todas las potencias que figu-
ran en la ecuacion por potencias de una nueva variable, convirtiendo la
ecuacion original en otra mas facil de resolver.

44
Pag



t=2%
2%.3.2-4=0 <t-3t-4=0
luego se deshace el cambio de variable.

Por otra parte, un sistema de ecuaciones se denomina exponencial
cuando en alguna de sus ecuaciones la incégnita aparece como exponente.
Para la resolucion de sistemas de ecuaciones exponenciales se aplican tam-
bién, segun convenga, los métodos de igualacion de la base y de cambio de
variable.

4.2. Ecuaciones logaritmicas

Ecuaciones logaritmicas son aquéllas en las que la incognita figura en
un logaritmo.

Ejemplos de ecuaciones logaritmicas son los siguientes:
a)log x+1log20=2
b) 2 log x = log (4x - 12)

Para resolver una ecuacion logaritmica se aplican las propiedades de los
logaritmos. Ademas, se debe expresar la ecuacion dada en la forma log E = log
E'. De esta ecuacién se pasa a la ecuacion E = E', por ser inyectiva' la funcién
logaritmica, es decir:

logE=logE'—> E=FE'

Esta relacion indica que, en una funcién logaritmica, los nimeros positi-
vos Yy sus logaritmos se corresponden de forma unica (uno a uno).

' Una funcion es inyectiva si a cada elemento de un conjunto A le corresponde un solo valor

tal que, en el conjunto A no puede haber dos 0 mas elementos que tengan la misma ima-
gen.
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Tema 5

Llamamos sistema de ecuaciones a un conjunto cualquiera de ecuaciones que
deben verificarse para unos mismos valores de las incognitas. Por ejemplo las
ecuaciones:

3x*-2x+3y=y-1
2y - 3y? = 3x + 4 formarian un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas

XxX+y+z=4
El conjunto de ecuaciones: 3x-2y-z =4

X + 3y - 5z = -1 formarian un sistema de tres
ecuaciones con tres incognitas.

Se llama grado del sistema de ecuaciones al mayor exponente al que se en-
cuentre elevada alguna incdgnita del sistema.

El primer ejemplo planteado es un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas de
segundo grado. Sin embargo, el ejemplo anterior es un sistema de tres ecuaciones
de grado uno o lineales con tres incognitas.

x+y=-2 L
El sistema de ecuaciones ) 0 es de primer grado con dos incognitas
xX—y=

Cuando el sistema de ecuaciones es de primer grado y ademas no aparecen tér-
minos con las incégnitas multiplicadas entre si (tipo x.y) se dice que es un
sistema de ecuaciones lineales.

Es con este tipo de sistemas y para el caso de dos y tres incognitas, con los que va-
mos a trabajar en este tema.

2. Resolucion de sistemas y sistemas equivalentes.

Resolver un sistema de ecuaciones consiste en hallar unos valores que, sustituidos
en la incégnitas, transforman las ecuaciones en identidades, es decir, se satisfacen
todas y cada una de las ecuaciones que forman el sistema.

Soluciones de un sistema son los grupos de valores de las incdgnitas que verifican al
mismo tiempo todas las ecuaciones.

Ejemplo: Los sistemas

Sx—y=3 3x+2y=7
x+y=3 4 S5x-3y=-1

son equivalentes ya que tienen las mismas soluciones: x=1, y=2

3. Clasificacion de los sistemas de ecuaciones

Segun las soluciones, los sistemas se clasifican en: compatibles e incompatibles.
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Un sistema de ecuaciones lineales es

6. compatible cuando es posible hallar unos valores de las incognitas que satis-
fagan al mismo tiempo a todas y cada una de las ecuaciones que componen el
sistema. A su vez, los sistemas de ecuaciones lineales compatibles los pode-
mos clasificar en sistema lineal compatible determinado, tiene un nimero de-
terminado de soluciones; compatible indeterminado cuando tiene un numero

infinito de soluciones.

7. Incompatible cuando no es posible hallar unos valores de las incégnitas que
verifiquen al mismo tiempo a todas las ecuaciones que componen el sistema.
En este caso se dice también que el sistema es imposible o que no tiene solu-
cion.
Ejemplos:

3x
El sistema s ;_ es compatible determinado, ya que no admite mas

soluciones que: x=4; y=5.

2x—4y=6
Sin embargo, el sistema 4 es compatible indeterminado, ya
3x-6y=9
que tiene infinitas soluciones x=5 y=1; x=6 y=3/2; x=7 y=2; ...
: 6x-2y=7 : .
Por otra parte, el sistema 3x—y=4 es incompatible ya que no existe

ninguna solucién que satisfaga al mismo tiempo las dos ecuaciones.

4. Métodos de resolucion de sistemas con dos incégnitas.

Para resolver un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas, normalmente, es
necesario transformar el sistema dado en otro equivalente, en cuyas ecuaciones
no figura mas que una incognita. Existen tres métodos de resolucion para estos

sistemas: sustitucion, igualacion y reduccion. Vamos a estudiar dichos métodos a

dx+y=10
partir del siguiente ejemplo: x+y=-l
e Método de sustitucion:
1. Se despeja una incégnita en una ecuacién, por ejemplo la y en la prime-

ra: y = -2x

2. Se sustituye dicho valor en la seqgunda: x - 2x = -1
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3.Se resuelve esta ecuacién: -x =-1; x=1

4.Con este valor se halla el de la otra incégnita (paso 1):y = -2

Método de igualacidén:

1.Despejamos una incégnita de la primera ecuacién: y=-2x

2. Despejamos la misma incognita de la otra ecuacion: y=-1-x

3. Igualamos las expresiones obtenidas: -2x=-1-x

4. Se resuelve esta ecuacion -2x+x=-1; -x=-1; x=1

13.

14.

15.

1. Ahora se sustituye el valor obtenido en cualquiera de las dos prime-

ras ecuaciones y se obtiene el valor de la otra incognita: y=-2
Método de reduccion

Se consigue que al sumar o restar ambas ecuaciones, miembro a miembro
se elimine una incognita. Para ello se simplifica todo lo posible y se multipli-
ca, si es necesario alguna ecuaciéon por algin nimero. En este caso se pue-
den restar directamente una ecuacion de la otra y se eliminalay : 12 - 23 ;
x=1

Se resuelve la ecuacion resultante. En este caso ya lo estd ya que hemos

obtenido directamente la solucién parala x: x = 1

Se sustituye esta solucién en una de las dos ecuaciones y se resuelve ha-
llando la otra incognita. En este caso, sustituyendo x = 1 en cualquiera de

las dos ecuaciones se obtiene facilmente y = -2.

Resolucion de sistemas lineales con tres incognitas

Para resolver un sistema de ecuaciones con tres incognitas, al igual que en el

apartado anterior, es necesario transformar el sistema dado en otro equivalen-

te, en dos de cuyas ecuaciones no aparezcan mas que dos incdgnitas. Se calcu-

lan éstas y sustituyendo los valores obtenidos en la tercera, se deduce el valor

de la incdégnita restante.

El método mas recomendable de los ya dados es el de reduccion.

3x-2y+6z=11

Ejemplo: sea el sistema x+y—-2z=3 multiplicamos la segunda ecuacién

4x—-2y+z=9

por 3 y la sumamos a la primera

3x-2y+6z=11
3x+3y—-6z=9
6x +y =20

multiplicamos la tercera por 2 y la sumamos a la segunda
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x+y-2z=3
8x—4y+2z=18
9x -3y =21

Resolvemos el sistema resultante:

6x+y=20
9x -3y=21

Resultando: x=3; y=2, sustituimos los valores de x e y en cualquiera de las ecua-

ciones iniciales, por ejemplo la 28 : 3+2-2z=3 resultando z=1.

Casos especiales

1. Sistemas incompatibles

x+l=y-2
+ - —_
Si intentas resolver el siguiente sistema de ecuaciones: yri=x 3.

Por ejemplo por reduccion, llegards a una expresién como 0 = -8 o algo parecido.
¢Qué significa?. Desde luego eso no es cierto. Por consiguiente, eso significa que el
sistema de ecuaciones: no tiene solucién.

2. Sistemas compatibles indeterminados
x—3=y+1

. - : , Cl2x -2y =8 .
Si resuelves ahora el siguiente sistema de ecuaciones: , por ejemplo
por sustitucién, ahora habras llegado a la expresion 0 = 0 u otro nimero = el
mismo nuamero. ¢Qué significa ahora?. La igualdad que has obtenido es cierta
pero se te han eliminado la x y la y. ¢éCual es la solucion?. Si la igualdad es cierta
seguro ¢lo serd para cualquier valor de x o de y?.

Para calcular en estos casos las soluciones se hallan numéricamente dando valores
a x 0 y en cualquiera de las dos ecuaciones (son las dos la misma) y obteniendo los
correspondientes de la otra incégnita. Por ejemplo en la primera ecuacién:

Xx-3 =y + 1, podemos obtenerparay =0, x =4; paray =2,x=6; paray = -3,
x = 1; etc, todas ellas soluciones.

Problemas de aplicacion

Muchos problemas que se resuelven mediante ecuaciones pueden necesitar mas de
una incognita y dar lugar por tanto a un sistema de ecuaciones. Por ejemplo:

Problema: Encuentra dos nimeros sabiendo que la mitad de su suma es 5 y el do-
ble de su diferencia es 8.
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Planteamiento: NUmeros: x e y.
Ecuaciones: (x +y)/2=5

2(x-y) =28

d) RESUMEN

Clasificacion de los sistemas en funcion de las soluciones:
Determinados: numero finito de soluciones
Compatibles: tienen solucion

Indeterminados: infinitas soluciones

Incompatibles: no tienen solucién

Métodos de resolucién para sistemas con dos incégnitas:
Método de sustitucion: se despeja una incognita de una ecuacién y se susti-
tuye en la otra.
Método de igualacién: en ambas ecuaciones se despeja la misma incégnita y
se igualan las expresiones.

Método de reduccién: se multiplica una ecuacion por un niumero y se le suma

a la otra de forma que una de las incognitas desaparezca.

Métodos de resolucién para sistemas con tres incégnitas: Se transforma el siste-
ma en otro equivalente, de forma que en dos ecuaciones solo aparezcan dos incogni-
tas, para dicha operacion se recomienda el método de reduccion. Finalmente se susti-
tuyen los valores obtenidos en la tercera obteniendo asi el valor de la incognita restan-

te.

6.ACTIVIDADES
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1. En una lucha entre moscas y arafias intervienen 42 cabezas y 276 patas.
(Cuantos luchadores habia de cada clase? (Recuerda que una mosca tiene 6
patas y una arafa 8 patas).

2. En la granja se han envasado 300 litros de leche en 120 botellas de dos y cin-
co litros. ;Cuéntas botellas de cada clase se han utilizado?.

3. Al comenzar los estudios de Bachillerato se les hace un test a los estudiantes
con 30 cuestiones sobre Matematicas. Por cada cuestion contestada correcta-
mente se le dan 5 puntos y por cada cuestion incorrecta o no contestada se le
quitan 2 puntos. Un alumno obtuvo en total 94 puntos. ;Cudntas cuestiones
respondid correctamente?

4. Un namero consta de dos cifras cuya suma es 9. Si se invierte el orden de las
cifras el resultado es igual al nimero dado mas 9 unidades. Halla dicho nu-
mero.

5. Al preguntar en mi familia cuéntos hijos son, yo respondo que tengo tantas
hermanas como hermanos y mi hermana mayor responde que tiene doble nu-
mero de hermanos que de hermanas. ;Cuantos hijos e hijas somos?

6. Mi tio le dijo a su hija. "Hoy tu edad es 1/5 de la mia y hace 7 afios no era
mas que 1/7". ;Qué edad tienen mi tio y su hija?

7. Un rectangulo tiene un perimetro de 392 metros. Calcula sus dimensiones
sabiendo que mide 52 metros mas de largo que de ancho.

8. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales

3x+2y+z=4
3x+2y+z=4
x—y+3z=2
x—y+3z=1
2x+y—z=1

8. EJERCICIOS DE AUTOCOMPROBACION

1) Hallar dos numeros tales que su suma sea 90 y su cociente 9.

2) Halla dos numeros tales que su suma sea 77 y que, al dividir el mayor por el menor,
dé 3 de cociente y 5 de resto.

3) Halla una fraccidén que resulte equivalente a Y4 si se afiade una unidad al numerador,
y equivalente a 1/5 si se afiade una unidad al denominador.

4) Tres ciudades A, B y C, estan dispuestas en los vértices de un triangulo. Si se va de A
a B pasando por C, se recorren 27 km. Si se va de B a C, pasando por A, 35 km. Y de A
a C por B, 32 km. Hallar la distancia entre cada dos ciudades.

EJERCICIOS DE AUTOEVALUACION
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(6) Resolver, aplicando el método que se desee, los siguientes sistemas
de ecuaciones lineales:

10(x—-2)+2y=4
x+3(x—-y)=2

Solucion:
Quitamos los paréntesis

10x— 20 + 2y = 4

X+3x—3y=2
10x+2y=24
4x-3y= 2 yo prefiero el sistema de reduccion. Para ello multi-

plico la ecuacion superior por 3y la inferior por 2 con el fin de que los coeficien -
tes de la y sean iguales y al sumarlos ordenadamente se me anulen

30x+6y=72
8x—-6y= 4
38 x =76; X=76/38=2; y=2

Solucion:

elimino los denominadores multiplicando por el producto

4-5-%4-5% =457 5x + 4y = 140

3-4-%—3-4% =34-(=1); 4x - 3y = -12

elimino las y multiplicando por los coeficientes respectivos

15x + 12 y = 420
16x — 12y = - 48
31x =372
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x=372/31=12; y

20

X+y+z=2
c) {x—-y+z=6

x—y-z=0
Solucion:

Voy a eliminar la y entre la primera y la segunda y luego haré lo mismo con
la primera y la tercera

X+y+z=2
X—-y+z=6
2x +2z=8 (4)

X+y+z=2

x=y-z=0
2X =2

el valor de x sera 1

sustituimos en (4) y obtendremos que z = 3;
sustituyendo en cualquiera de las otras obtendremos que el valor de y = -2

4x -2z=3
d) 3x+y=1

10y —2z =21
Solucion:

despejamos de la segunda ecuacion el valor de y
y =-3x +1; sustituimos este valor en la tercera ecuacion
10-(-3x + 1) — 2z = -21; -30x + 10 — 2z = -21; -30x — 2z =

-31
4x — 2z = 3

(1)

Cambiamos el signo de la ecuacion de arriba y sumamos
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30x+2z=31
4x—-2z=3
34 x = 34; luegox =1, elvalordey=-2,yelvalordez="-.

Para asegurarnos lo que hacemos es sustituir para ver si se cumplen los valo-
res

(7) Tres amigos suelen ir juntos a una cafeteria. Un dia tomaron dos cafés
y un cortado, por lo que pagaron 4,8 euros; al dia siguiente consumieron
un café, un cortado y un zumo de naranja y la cuenta fue de 6,3 euros;
otro dia abonaron 5,1 euros por dos cortados y un café. ;Cual es el precio
del café, del cortado y del zumo de naranja?

Llamaremos:

X: precio del café

y: precio del cortado

z: precio del zumo de naranja,

Planteamos el problema de la siguiente forma:
2x+y=428
x+y+z=63
x+2y=5]1

Resolviendo adecuadamente, se tiene que:

x =1,5 euros
y = 1,8 euros
z = 3 euros.
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(8) Repartir 180 euros entre tres personas de forma que la primera de ellas
reciba el doble que la segunda y la tercera persona la mitad que las otras
dos juntas.

Solucién:

Suponemos que la segunda persona ha recibido x euros
la primera recibira 2x

La tercera recibira: (x + 2x) / 2

La suma de las tres cantidades sera de 180 euros

2x+x+ (x+2x)

=180; 4x + 2x + x + 2x = 360; 9x = 360; x =40

La segunda recibe 40 euros, la primera 80 y la tercera 60

(9) Una persona dispone de 10.000 euros. Coloca una parte de este dinero
en una cuenta bancaria que le proporciona el 6% de beneficio y el resto lo
invierte en bolsa logrando ganar el 10%. ¢ Cuanto ha ingresado en el ban-
co y cuanto ha invertido en bolsa si sus beneficios han sido de 720
euros?

Solucion:

Si tiene 10.000 euros y coloca una parte en el banco que no conocemos la
cantidad, los llamaremos x.

El dinero que le queda seran los 10.000 menos los que ha colocado en el ban-
co, es decir 10.000 —x

Ahora vamos a los beneficios.

El beneficio que le ha dejado el dinero del banco seran el 6% de X, es decir x-
6

100

10
El beneficio que obtiene en la bolsa seran: (I0.000—x)-ﬁ

La suma de los dos beneficios valdra 720 euros

O L 1000012 =720
100 100

multiplico todo por 100 para quitar los denominadores
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6x+100.000—-10x =72.000;
7.000

-4x = - 28.000;

Ha invertido 7000 en el banco y 3.000 en la bolsa

Pag

x=28.000

/

4
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(10) Una persona compra en rebajas un televisor, un ordenador portatil y
una camara digital que cuestan 1860 euros. El televisor y la camara estan
rebajados el 20% y el portatil el 10%, con lo que se ahorra 268 euros.
¢ Cual es el precio original del ordenador portatil si su precio es el doble
que el del televisor?

Solucion:
televisor = x
ordenador =y
camara =z

la suma de los tres productos es igual a 1860 euros
x+y+z=1860 (1)
el precio del ordenador es el doble que el del televisor
y = 2x (2)
la rebaja que nos hacen
20 10 20

——+y——+z—— =268
*100 100 T 100 (3)

tengo un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas. Si sustituyo el valor
de y obtenido en la (2), enla (1) y (3)
X+ 2x +z=1860
20 10 20

X +2x- +z =268
100 100 100

3x+ z= 1.860
40x + 20z = 26.800

multiplicamos por 20 la superior y le cambiamos de signo

60x + 20z = +37.200

-40x - 20z = -26.800

20x = 10.400; x=10400/20=520€ el televisor
El ordenador el doble que el televisor y=2x=2-520 = 1040 € el ordenador
la camara seran 300 euros
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7. EJERCICIOS DE AUTOCOMPROBACION

2. Hallar dos niimeros tales que su suma sea 90 y su cociente 9.

3. Halla dos nimeros tales que su suma sea 77 y que, al dividir el mayor por el me-
nor, dé 3 de cociente y 5 de resto.

4. Halla una fraccion que resulte equivalente a V4 si se afiade una unidad al numera-

dor, y equivalente a 1/5 si se afiade una unidad al denominador.

5. Tres ciudades A, B y C, estan dispuestas en los vértices de un triangulo. Si se va
de A a B pasando por C, se recorren 27 km. Si se va de B a C, pasando por A, 35

km. Y de A a C por B, 32 km. Hallar la distancia entre cada dos ciudades.

6. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales

8. SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS DE AUTOEVALUACION

12. X=81; y=9
13. X=59; y=18
14. X=5; y=24

2x+3y=1
a
-x+2y=3
x+y+2z=1
c)2x-3y—-z=3
3x-2y+z=4

2x+3y+4z=10

by 3x-2y+2z=9

4x+4y—-3z=2
2x+y=1

ay T
x+2y=3

15. Las distancias son: AB=20 km; BC=12 km CA=15 km

x=-1
16. a) { x=-1; y=1 b)

y=1

17. o) ———¢
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Tema 5
Trigonometria

1. INDICE
16. Introduccion

17. Angulos

18. Sistemas de medicion de angulos

19. Funciones trigonométricas de un angulo
20. Teorema de Pitagoras

21. Problemas sobre resolucién de triangulos rectangulos

2. INTRODUCCION GENERAL A LA UNIDAD Y ORIENTACIONES PARA EL
ESTUDIO

En esta unidad vamos a introducir las razones trigonométricas seno, co-
seno y tangente de un angulo. Centraremos nuestros calculos a las razones tri-
gonomeétricas de angulos agudos. Para ello comenzaremos la unidad introdu-
ciendo los conceptos basicos relacionados con los angulos, asi como, los dos
sistemas basicos de medicién de angulos. Finalmente, introduciremos el teore-
ma de Pitagoras y problemas de aplicacion de dicho teorema.

3. OBJETIVOS ESPECIFICOS
5. Saber calcular las razones trigonométricas de un angulo agudo.

e) Conocer el enunciado del teorema de Pitagoras.
f) Saber resolver problemas de triangulos rectangulos.

g) Saber aplicar el teorema de Pitdgoras a problemas aplicados.

4. DESARROLLO DE LOS CONTENIDOS

e) Introduccion
La palabra trigonometria proviene del griego tri = tres, gonon = angulo y metria =

medida. Es la parte de la Matematica que nos ayuda a resolver problemas relacionan-
do y haciendo calculos con las medidas de los lados y los angulos de un triangulo. En

esta Unidad estudiaremos basicamente solo un sistemas de medicién de angulos,
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aunque mencionaremos un segundo sistema, para luego introducir las principales fun-
ciones trigonométricas: seno, coseno y tangente, observando su relacién en los distin-

tos cuadrantes.

Estos recursos nos ayudaran a resolver problemas como el siguiente: ; Coémo medir
el ancho de un rio sin cruzarlo?. Supongamos que se tienen aparatos para medir dis-
tancias y para medir angulos pero no se puede cruzar el rio. Ademas la orilla es escar-
pada y sélo es posible moverse perpendicularmente al rio, donde hay un camino.

¢,Coémo medir el ancho del rio?.

Este y otros problemas similares han podido ser resueltos desde la antigliedad utili-
zando las relaciones trigonométricas entre los angulos y los lados de los triangulos. En

esta Unidad también recordaremos algunas de ellas.

f) Angulos

Un dngulo o en el plano es la region determinada por dos
semirrectas /| v f; con origen comun O, cuando se hace girar el
lado nicial ¢, hasta el lado final 7> en el sentido contrario al de

las agujas del reloj. Este sentido también es llamado antihorario.
(1 se denomina fade inicial v (; lade final de o v lo denotamos

por o = %O B.

Ejemplo:

e Angulo nulo

L |
-

O .EJ1=-€2

e Angulo recto
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e Angulo llano

e Angulo de 1 giro

Si colocamos el origen de un angulo ¢ = AOB en el origen de coordenadas y hace-

mos coincidir el lado inicial {; con el semieje positivo de las x, entonces el lado termi-
nal [; quedara en algun cuadrante.

[, esta en el primer cuadrante

[; esta en el sequndo cuadrante
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De esta manera, podemos hablar del cuadrante al que pertenece un angulo & . Por
definicién, los angulos agudos son los que pertenecen al primer cuadrante.

g) Sistemas de medicion de angulos
Para medir la amplitud de un angulo tenemos diferentes sistemas de medicion.

1. Sistema Sexagesimal

El sistema sexagesimal consiste en tomar como unidad de medida la 90-ava parte de
un angulo recto. Se denomina a dicha unidad grado sexagesimal y se la denota 1°.

A la 60-ava parte de un grado se la llama minuto y se la denota 1' ; y la 60-ava parte
de un minuto se la denomina segundo y se denota 1".

Si se requiere mas precision se consideran décimas, centésimas, etc. de segundo.

Ejemplos:

1) Un angulo recto mide 90°.

2) Un angulo llano mide 180°.

3) Expresemos en grados, minutos y segundos el angulo que mide 30,28°.
En principio separamos la parte entera y la parte decimal de 30,28°

30,28° = 30° + 0,28°

Ahora, usando proporcionalidad directa calculamos cuantos minutos son 0,28°.

| N 60'
028 — X
X = 60-0.28=16.80"

Separando luego la parte enteray la parte decimal de los minutos
16.80’= 16' + 0,80
Con la regla de tres simple calculamos ahora cuantos segundos son 0,80’

' - 60"
0.80" — X
X = 60-0.80=48"
Asi obtenemos 30,28°=30° 16' 48"

2. Sistema radial

Un radian representa la medida de un angulo central de una circunferencia, de modo
tal que la longitud del arco comprendido sea igual al radio de la circunferencia y se de-
nota por 1 rad.

El siguiente cuadro muestra la correspondencia entre las longitudes de distintos arcos
de circunferencia y sus correspondientes angulos centrales medidos en radianes.
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Angulo central

Longitud del arco —
1 radio s | rad.
2 radios > 2 rad.
longitud del arco AB
longitud del radio 0A 21t radios FEN 21 rad.

Se podria llegar a pensar que el valor de un radian depende de la circunferencia elegi-
da para formular la definicion. Observemos sin embargo que si el radio de una circun-
ferencia se duplica, su longitud también se duplica.

2mi2ry = 221w

BI

En consecuencia, el arco correspondiente a un angulo central también se duplica.

Siguiendo este razonamiento, podemos afirmar que nuestra definicién no depende de
la circunferencia elegida.

3. Paso de radianes a grados y de grados a radianes

En simbolos

A 360°=2 1 rad

Siguiendo la definicidon, a un angulo de 2 radianes le correspondera un arco de circun-
ferencia que mide dos veces el radio.
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Longitud del arco > Angulo central

2 radios s 2 rad.
Como la longitud de la circunferencia es 2z, el nUmero de radianes de un angulo de

un giro es 2x, ya que es el nimero de veces que el radio esta contenido en la longi-
tud de la circunferencia, es decir,

-y 2
2T )
=2r.
B
Longitud del arco s Angulo central
21 radios > 2n radios

Otras equivalencias entre los dos sistemas son:

I3

T 360
rad | rad =

360 21

o=

Ejemplos:
Veamos cuantos radianes son 225°

360° — 2 1 rad

Yo w IS0 g
. 2mrad x 225 5
225° = — T rad
3607 4
, T .
Veamos cuantos grados son < radianes
21 rad — 3607
T
360" —
) -
— rad — ¢ 30°
() 2T

h) Funciones trigonométricas de un angulo

Si tomamos un angulo a con lado terminal (> y P(x, y) un punto sobre (., la distancia
de P al origen es
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1) &

El cociente 4 se llama seno de ¢ y se denota:
r

ordenada de P

N
SN = — = — : :
r distancia de P al origen

. X
y el cociente — se llama coseno de ¢ y se denota
r

X abscisa de P

’ distancia de P al origen

Estos cocientes aparentemente dependen del punto P(x, y) elegido sobre >, pero no es
asi, pues dependen unicamente del angulo a. En efecto, si P'(x’, ") es otro punto sobre
[2, observemos las siguientes figuras

: J..}-'
- f:.,f £ .
e _fl,lrp '-.-- sy .}I
F ' P!
b= | i
' L i ! I '\l\_
AR S __r'll.l : i : :_r'f. "1'.\]
! | ' = Ll
.f.;'", f | E ¥ 0 x
] X X ;
B ] .
i X~ +_]"— L

Como los triangulos rectangulos YOP y X'OP' donde X = (x, 0) y X’ = (x’, 0) son se-
mejantes, los lados son proporcionales, luego:
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I1|. .11..‘
}r'. =
r r

—

X . ,
Comocos a=—y sen & =Z, las igualdades anteriores muestran que cos & y sen
r r

a son independientes del punto elegido sobre la recta.

Las funciones trigonométricas cos @ y sen & satisfacen las siguientes relacio-
nes:

-l =Zsena =1 . -1 <=cosa =]

7 2
sen” o + cost o =1

Ejemplo: Sea a el angulo cuyo lado terminal /; pasa

- L por P(2, 3). Entonces:
R _
J | =243 = 413
e v a o -
Fia) : sen ol = — , cos O = -
e Ji3 J3

En este ejemplo se han calculado las funciones trigopnométricas de un angulo cuya
medida no se conoce. Ahora veremos cdmo se pueden calcular los valores de las fun-
ciones trigonométricas para los angulos de 45° y 60°.

Angulo de 45°.

ol L Como
ir- _(;'./p|'|l'|:| .f'=‘1.;']2'|-]2 = 'JE
v ! entonces
i i
o g5e o 2
S R ' sen 45° = =
0 ES J2 2

o

cos 45° =

o
(o]
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Angulo de 60°

vl £ Como
i
fAt--=--4P¢1.5h) ~ f ~2
/i r=A P+l = J4 =2
1
Rfi entonces
P
¥ i -
’ i .\J‘{:
o el sen 60° =
= 1 5 2

cos 60° =

b | —

A partir de las funciones seno y coseno es posible obtener una nueva funcion llamada la
tangente

sen o
tg o =
cos ot
O sea
|1L
sen o # v ordenada de P
Cos O X X abscisa de P
B

Observa: como no se puede dividir por cero, debemos excluir la tangente de los
angulos de 90°y 270°.

i) Teorema de Pitagoras

En primer lugar deberiamos recordar un par de ideas:

18.La suma de los tres angulos internos de un triangulo suman 180°,

19.Un triangulo rectangulo es un triangulo que tiene un angulo recto, es decir
de 90°.

20.En un triangulo rectangulo, el lado mas grande recibe el nombre de hipote-
nusa y los otros dos lados se llaman catetos.

69
Pag



hipotenusa
cateto
90°

cateto

Teorema de Pitagoras.-En un triangulo rectangulo, el cuadrado de Ia
hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos.

aZ= b%+c?
a

b

j) Problemas sobre resolucion de triangulos rectangulos

Ejemplo 1:;,Como podremos medir el ancho de un rio sin cruzarlo?

Tenemos aparatos para medir distancias y para medir angulos pero no podemos cru-
zar el rio.

Ademas la orilla es escarpada y solo es posible moverse perpendicularmente al rio,
donde hay un camino. ;Cémo medir el ancho del rio?

_—n_ |
F d

En primer lugar, debemos situarnos frente a algun objeto ubicado en la orilla opuesta
que nos sirva de referencia. Desde alli nos movemos a lo largo de la orilla y en direc-
cion perpendicular al arbol una distancia d, como muestra la figura. Desde este punto
P medimos el angulo a que forma la direccion al arbol con el camino que acabamos de
recorrer. Para fijar ideas, supongamos que d = 100m.y & = 24° Como
f il
tgd=—=—

i 100
entonces a = 100 tg 24° =100-0,4452= 44,52 m.

Ejemplo: Un arbol y un observador se encuentran en orillas opuestas de un rio. El
observador mide el angulo que forma su visual con el punto mas alto del arbol y obtie-
ne 35 ¢ retrocede 10 m. y mide el nuevo angulo, obteniendo un valor de 25 °. ;Qué
altura tiene el arbol?, y ¢ cual es el ancho del rio?
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Llamando h a la altura del arbol y a el ancho del rio, el grafico muestra los datos del
problema

— = +—

358 P 258 a0 — "

- ' 1 4 y 10m B a+100

Despejando la variable h

fr={a+ 100) tg25"

Igualando ambas ecuaciones

a tgdsd® =g tg2d" + 100 tg23°

a (tg35° - tg25%) = 100 tg25°

[

100 tg25° o
o= - — = 199,36 m.
fg35°—t1g25°

Reemplazando en alguna de las ecuaciones anteriores

k]

fr=a tg35" = 139,59 m.

e
A

5. RESUMEN

360° =21 rad

2 360
rad | rad =
360 2T
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Y ordenada de P
sengf = — = — - -
r distancia de P al origen
o abscisa de P
COsO = — = — , ,
y distancia de P al origen
-l €seno=sl . -l<=cosd=]
sen” o + cost o =1
o 0 — sen o Observa: como no se puede divi-
= e dir por cero, debemos excluir la
tangente de los angulos de 90° y
270°,

Teorema de Pitagoras.-En un triangulo rectangulo, el cuadrado de Ia
hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos.

a?= b%+c?

a

7. ACTIVIDADES

¢A qué cuadrante pertenecen los siguientes angulos?
300°, 192°,93°, 180° 1', 150°, 35°

Suponiendo que a es la hipotenusa, b y c los catetos de un triangulo rectangu-

lo. Encontrar lo que se pide:
1)-a=?sib=5c=8
2)-b=?sia=3c=10
3)-c=?sia=10b=15
4)-a=7?sib=7c=9
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5).-b=?sia=6c=10

e Expresar en grados, minutos y segundos los angulos que miden 23,18° ,
107,03°

e Calcularsen® ,cos & ytg & en los siguientes casos.
a)b=5;c=3.
b)a=10;b =6.

e Hallar el area de un triangulo rectangulo en el cual un angulo mide 30° y la hi-
potenusa mide 4.

e Hallar los angulos del triangulo rectangulo cuyos catetos miden 30 y 35.

e En un triangulo sabemos que la hipotenusa mide 4 cm y la tangente del angulo
que esta determina con la base es igual a 0,2. Calcular el area de dicho trian-
gulo.

e Un poste de teléfono esta sujeto por medio de varios cables que parten del ex-
tremo superior. Uno de estos cables esta atado a una estaca situada a 5 m del
pie del poste y forma con la horizontal un angulo de 60°. Calcular la altura del
poste y la longitud del cable.

e En un triangulo isdsceles la altura correspondiente a la base mide el doble que
esta. Hallar el valor de sus angulos.

e Un arbol y un observador se encuentran en orillas opuestas de un rio. El obser-
vador mide el angulo que forma su visual con el punto mas alto del arbol y ob-
tiene 35°; retrocede 10 metros y mide el nuevo angulo, obteniendo un resultado
de 25°. ;Qué altura tiene el arbol?.

11. Si los dos catetos de un triangulo rectangulo valen 20 cm. y 25 cm.,

respectivamente, calcular el valor de la hipotenusa y de los angulos del triangu-
lo.

12. Si en un triangulo rectangulo un angulo vale 60° y su lado opuesto 15 cm., ob-
tenerlos demas elementos del triangulo.

13. Hallar el area de un triangulo rectangulo en el que uno de los catetos vale 10
cm. y su angulo opuesto 50°.

8. EIl angulo que forma la visual de un observador desde un punto determi-
nado con el punto mas alto de un poste es de 40°. Si se aleja del poste en
linea recta 5 m. el angulo pasa a ser de 25°. ;A qué distancia del poste se
encontraba el observador al principio

9. Calcular los lados iguales de un tridngulo isésceles cuyo lado desigual
mide 20 cmy su angulo opuesto 30°. Hallar el area del triangulo.

10. Hallar el area hexagono y octégono de radio 10 m.
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Area del poligono regular es =(per-apt)/2
Hexagono=(6.L-apt)/2

Octénogo=(8.L-apt)/2

En el hexagono el lado coincide con el radio.

10 5
tan 60°=a/5 1,73=a/5 1,73-5=8,65 m=apotema
Area=6-10-8,65/2=259,8 m?

En el octégono Per=8 lados

22° 30°

X

cos 22°30°=a/10=0,923=a/10 9,23 m=a

tan 22°30°=x/a=x/9,23 =0,41 x=0,41-9,23=3,78 m lado 2-3,78=7,56 m
Area=8-7,56-9,23/2=279,04 m?

17° Desde dos punto distanciados 50 m en la misma orilla del rio se observa un

angulo bajo dos visuales de 45° y 60° .; Cual es la anchura del rio?

Se—

X 50m

tan 60=a/x 1,73=alx

tan 45=a/(x+50) 1=a/(x+50)

a=1,73x

a=x+50 1,73x=x+50 0,73x=50 x=68,5m
a=1,73- 68,5=118,5 m

8.EJERCICIOS DE AUTOCOMPROBACION
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Suponiendo que a es la hipotenusa, b y ¢ los catetos de un triangulo rectangu-

lo. Encontrar lo que se pide

18.c=?sia=13b=10

19.a=7?sib=2c=10

20.b=7?sia=5c=15

En un tridngulo rectangulo, un angulo mide 60° y el cateto opuesto mide 3. Ha-

llar su perimetro.

Calcular la altura de un triangulo isésceles cuyo lado desigual es de 4 metros y

el angulo opuesto es de 60°.

9. SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS DE AUTOEVALUACION

5. =69, a=+/96, b=+200

o 3(1+43)
3. 23
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Tema 6

Geometria
1. INDICE
* Sistemas de referencia y coordenadas puntuales

Distancia entre dos puntos del plano

Coordenadas del punto medio de un segmento

La recta en el plano

Pendiente de la recta

Distintas formas de la ecuacion de la recta

Ecuacion de la recta conocidos un punto y la pendiente
Ecuacion de la recta conocidos dos puntos

Posiciones relativas de dos rectas en el plano
Distancia de un punto a una recta

Distancia entre dos rectas paralelas

2. INTRODUCCION GENERAL A LA UNIDAD Y ORIENTACIONES PARA EL
ESTUDIO

En esta unidad didactica vamos a introducir la representacion grafica de puntos y rec-
tas en el plano, utilizando como sistema de referencia los ejes cartesianos. Conocere-
mos las distintas formas de expresar algebraicamente una recta, el concepto de pen-
diente de una recta, asi como, calcular la ecuacién de la recta conocido un punto y la
pendiente 6 conocidos dos puntos. Dadas dos rectas, aprenderemos a conocer sus
posiciones relativas, es decir, si son parelelas, coincidentes, si se cortan y en este
caso saber si son 6 no perpendiculares. Finalmente, también introducimos las formu-
las para calcular la distancia entre dos puntos, un punto y una recta y dos rectas para-
lelas.

3. OBJETIVOS ESPECIFICOS
21. Saber representar puntos en el plano

22. Saber representar rectas en el plano
23. Entender el concepto de pendiente de una recta

24. Conocer las distintas formas de representar una recta
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25. Saber calcular la ecuacion algebraica de la recta a partir de la representacion

grafica, dados dos puntos 6 un punto y la pendiente

26. Saber calcular la distancia entre dos puntos, entre un punto y una recta y, entre

dos rectas paralelas.

4. DESARROLLO DE LOS CONTENIDOS

22. Sistemas de referencia y coordenadas puntuales

Los ejes coordenados son dos rectas perpendiculares donde se representan con-

juntos numeéricos (en general representaremos numeros reales).

El eje horizontal se denomina eje de abscisas (eje de las x) y es una recta que
tiene un origen en el punto O, el cual determina dos semirrectas, de las que una es

positiva (a la derecha de O) y otra negativa (a la izquierda de O).

A cada punto de la recta le corresponde un nimero

"
C

«—1—} 1 I i l l
= .3 2 1 0 1 2 3 4w

El eje vertical se denomina eje de ordenadas (eje de las y) y es una recta que
tiene un origen en el punto O, el cual determina dos semirrectas; una positiva (del

origen hacia arriba) y otra negativa (del origen hacia abajo).

A cada punto de la recta le corresponde un numero.

|
-
"

Cuando se consideran los dos ejes conjuntamente estamos ante un sistema de co-

ordenadas cartesianas. Dicho sistema permite representar puntos en el plano.
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Cada punto del plano viene determinado por un par de valores ordenados (el pri-

mero de abscisas y el segundo de ordenadas).

Para representar un punto en el plano tomamos el valor de la abscisas y levanta-

mos un segmento perpendicular con la medida de la ordenada.

El plano cartesiano es el conjunto formado por todos los pares ordenados de nu-
meros reales. Dicho plano se representa por el simbolo RxR, o por su equivalente
RZ

R* ={(x.y) /x.y <R}

y

Yy === P Xy, )

W —

Un sistema de ejes cartesianos determina cuatro cuadrantes (angulos en el plano).

Il cuadrante | cuadrante
(= +) [+, +)
X
Il cuadrante IV cuadrante
(-, =) (+,-)
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Como se puede observar en la figura, segun en qué cuadrante esté situado el pun-

to, los signos de los valores de abscisas y ordenadas seran distintos.

Un sistema de ejes cartesianos permite, por tanto:

a) Dada una serie de pares de valores ordenados, representar los puntos co-

rrespondientes en el plano.

b) Dada una serie de puntos representados en el plano determinar una serie de

pares de valores correspondientes.

Ejemplos:

1. Representar los puntos: (2,2), (-1,4), (-4,0), (0,5), (4,-3), (-2,-6)

y
T+ (0,5
(-1,4) ;--—+
(g MENSO, |/
WSTWRES G T S
(40 | -1 2 .
o :
| . ST " (4,-3)
(G ) [ R—
23. Dada la siguiente tabla de valores, representar los puntos.
.+ [ 2 | 3 | -2 | 4
3 4 1 s | 4 ] 5
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X | —

sHe=cssssssssd jk

——

B -

24. Dada la siguiente grafica, escribir los pares de valores correspondientes y for-

mar una tabla con ellos.

y

O
b 2 1
: & i 5
RPNyt -8 SEE T
5 i P2 %

i2 1.4

1

{-sr 2}! {-1! _4}1 [1| -2}r (21 3}1
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e Distancia entre dos puntos del plano

Sean (x4, Y1), (X2, y2) dos puntos del plano cartesiano. Su distancia viene determna-

da por la expresion:

diSt[(xl’yl)ﬂ(x27y2)]:\/(xl _x2)2 +(y1 _yZ)Z

Ejemplo:

Hallar la distancia entre los puntos (2,3) y (6,7).

dist[(2.3),(6,7)]=/(2-6)* +(3—-7)° =V4> +4% =32

3. Coordenadas del punto medio de un segmento

Las coordenadas del punto medio de un segmento (Xm, Ym) Cuyos extremos vienen

dados por los puntos (X1, y1), (X2, y2) son:

+ +
X, = XX y = Vi)
2 2

Ejemplo: Hallar las coordenadas del punto medio del segmento cuyos extremos son:

(2,1)y (4.3)

ST P £ I
2 2

es decir, el punto medio tiene de coordenadas (3,2).
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25. Larecta en el plano

Una recta en el plano puede ser vertical, horizontal u oblicua. Las rectas verticales

tienen una ecuacion de la forma x=cte.

Las rectas horizontales tienen una ecuacion de la forma y=cte.

]|

Las rectas oblicuas tienen como ecuacion: y=ax+b (a #0).
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26. Pendiente de la recta

a) y=x-4
F
3-.
!_.
il
4 -1 ] > 0x Cuando la abscisa aumenta 1 unidad, la
) ordenada también aumenta 1 unidad.
=14
S5t
f W
3--
E._
14
t t t t t |
2 10 11 34y %
BE :
R i > ) . :
Si la abscisa aumenta 2 unidades, la or-
Kl denada aumenta 2 unidades.
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Observemos que los cocientes entre la
variacion de la ordenada y la variacion
de la abscisa son constantes e iguales al
valor de la pendiente.

b)y=-3x+2
].?
&
1 . )
Y Cuando la abscisa aumenta 1 unidad, la or-
a & . . .
RS ‘E'i 13 4 5 denada disminuye 3 unidades.
I
2
3
_ﬂ_ —
¥
!
1 Si la abscisa aumenta 2 unidades, la orde-
SRS - nada disminuye 6 unidades.
2
3
4
-3 -6 -9 .
= = .= —A= M .
| 2 3 Nuevamente observamos que los cocientes

entre la variacion de la ordenada y la va-
riacion de la abscisa son constantes e
iguales al valor de la pendiente.
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)y=2

Cuando la abscisa aumenta 1 unidad, la

I

()

1

[ ]

I

Yt
=
Yt

[ R

= = —— =1

m

al |

ordenada no aumenta ni disminuye.

menta 2, 3, o mas unidades.

Lo mismo ocurre cuando la abscisa au-

En este ejemplo resulta que los cocien-
tes entre la variacion de la ordenada y
la variacion de la abscisa son constan-
tes e iguales a 0, el valor de la pendien-

te es m.

En el siguiente cuadro se clasifican las rectas segtin el valor de la pendiente:

y=mrth
* v 4
mr =0 = m=10
¥ Y aF
x x

Funcidn crecients

Funcidn decracienis

>

X

Funcidn consiante

Resumiendo

v' La pendiente esti determinada por el cociente entre la variacion de y y la variacion

de x.

v La pendiente m mide la inclinacion de la recta respecto del eje x. Podemos hallar
entonces, a partir de la pendiente, el angulo @ que forma dicha recta con el eje x tenien-

do en cuenta que:

el angulo de inclinacion o, se mide en sentido contrario a las agujas del reloj, a partir

de la direccion positiva del eje x.

Pag

86



Nota: La funcion tangente, utilizada en la expresion: m = tg& , se estudiara junto con
las demas funciones trigonométricas, con mas detalle en un préximo capitulo.

Retomando los ejemplos anteriores:

a)y=x-4

I . S -
2 -1 500X
- [k
y=x-4
En este ejemplo
m=- =1tgu
Entonces
o = 45°
b)y=-3x+2
¥
2
-\GI-F\“'IL
1.
5 1 0 : *
2 -1 _1___“g.1 2 3 4 x
2
et
S A
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m= = tga

Entonces
o = [OR" 267 5827

Nota: La funcién tangente, utilizada en la expresion: m = tg a, se estudiara junto con
las demas funciones trigonométricas, con mas detalle en la unidad 6.

y=2
iy
G4
2
1_.
+ + + + + ¥ -
302110 | R x
_1_.
)]
m=—=1gd
9
entonces
o =10

Retomando los ejemplos anteriores:

Recuerda: el angulo de inclinacion a , se mide en sentido contrario a las agujas del re-
loj, a partir de la direccion positiva del eje x.

a)y=x-—4 en este ejemplo

entonces
o = 43¢
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3._
2._
14
' L -
2 - X
(1
y=x-4
b)y=-3x+2
-3
m= = lga
entonces
o = 08" 267 5,82
¥
4
Ex
1.
+ — “§ t + J
221 H _“g.l 2 3 4
2
et
I A —
c)y=2
]
m=—=tga
2
entonces
o =0
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27. Distintas formas de la ecuacion de la recta

La ecuacion de una recta en el plano se puede expresar de distintas formas, entre

las cuales consideramos las siguientes:

1. Forma explicita de la recta.

y=mx+n,
donde m, n € R son constantes.

Ejemplo:

2. Forma implicita de la recta
ax+by+c=0

a, b, c e R constantes.

Ejemplo: la misma recta del ejemplo anterior se puede escribir como
2x-3p+R=0.

Observemos que si

h=0 ya=0,

la ecuacion implicita de la recta se reduce a
ax+c=0,
que representa a la recta paralela al eje y.

-
X=-—
a

por ejemplo: x = 2 es la ecuacion de la recta vertical cuyo grafico es:
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28. Ecuacion de la recta conocidos un punto y la pendiente

Si conocemos la pendiente (m) y un punto de la recta (x1,y+), la ecuacion de la rec-

ta (también llamada ecuacién punto pendiente de la recta) es la siguiente:
y-y1=m(X-X1)

Ejemplo: Hallar la ecuacion de la recta que tiene de pendiente m=-2 y pase por el

punto (-3,1). ¢ Como es la recta creciente o decreciente?.

Sustituyendo los valores en y-y;=m(x-x1) tenemos y-1=-2(x+3); y=1-2(x+3)=1-2x-6;

es decir, Y=-2x-5. Como la pendiente m=-2 es menor que cero, la recta es decre-

ciente.

29. Ecuacion de la recta conocidos dos puntos

Si tenemos como datos dos puntos (xo, yo), (X1, ¥1) pertenecientes a una recta, po-
demos construir la ecuacion de la misma.

Observemos que su pendiente es:

Y=>Yn Y1 = Yo
m = = 2|
r =Xy A~
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Sabemos que la ecuacion punto pendiente del apartado anterior es y-yi:=m(x-x)

Sustituyendo tenemos:

Y=> :M(x_xo)
X =X

que es la expresion de la ecuacion de la recta que pasa por dos puntos.
Ejemplo: Hallar la ecuacién de la recta que pasa por los puntos (2,3) y (1,5). De-
terminar si es creciente o decreciente.

X)=2 y,=3
x =1 =5
5_

3
YOI y—3=_%(x—2)

y—3=-2(x-2) y=-2x+7

La recta es decreciente ya que la pendiente m=-2 es negativa.

30. Posiciones de dos rectas en el plano

Dos rectas en el plano pueden: ser coincidentes, ser paralelas o cortarse en un
punto.

En este ultimo caso pueden ser perpendiculares.
1. Condiciones de paralelismo y perpendicularidad a partir de la ecua-

cion implicita de la recta

Dadas dos rectas en forma implicita

Ax+By+C=0
AX+By+C'=0

Son paralelas si

A B C

-.._=_;¢-_

Ar Br CF
Ejemplo:
2x+3y =—4| 2 3# 4
6x+9% =2 [6 9 2
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Son coincidentes si

Se cortan en un punto si

Ejemplo:

X+y=D5 1 1
2x+5y =19 E;tg

En este caso pueden ser perpendiculares si

-A-A" =B -B’

Ejemplo:
2. Condicio- Ix+3y =7
nes de pa- —3x+2y =1 = (2)(=3) = (2)-(3)

ralelismo y
perpendicu-
laridad utilizando las pendientes

= Dos rectas son paralelas si tienen la misma pendiente

y=ax+b

. son paralelas sia = a'
}‘-F=a|’x+b} p

Ejemplo:

y=4x-5
y=4x+7
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1
e Dos rectas son perpendiculares si @ = ——
a

Ejemplo:

y = 3x1+9 . 1

y==-3x+7 1
3

31. Distancia de un punto a una recta

Sea un punto del plano P(xo, Yo) Y una recta dada en forma implicita
r=Ax+By+C=0

La distancia del punto P a la recta r viene dada por la expresion

|Ax, +By, +C|

o

Recuerda: que siempre hay que considerar el valor absoluto

d(P,r) =

Ejemplo:

Hallar Ia distancia del punto P(2, —1) a
la recta 2x -3y +1=0
2(2)-3(-1) +1 _

J7¢32 |
Nﬁ = Eg Unidades

d(Pr) =

32. Distancia entre dos rectas paralelas

Para hallar la distancia entre dos rectas paralelas se considera un punto cualquiera

P, de una de ellas y se calcula la distancia a la otra recta.
d(rr)=d(Pr), VvPer
Ejemplo: calcular la distancia entre las rectas
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rE3x—4y+4=0

Y
r=9x-12y-4=0

En primer lugar comprobamos si r y r' son paralelas. Como sabemos la condicion
de paralelismo cuando tenemos las rectas expresadas con su ecuacion implicita

viene dada por

c

» 2
Cf

=3
12

A_B 3_4 -4
A" B 9 4

Tomamos un punto cualquiera de r

x=0=3(0) -4y = -4,
—dy=—4:y=1

El punto elegido es, por tanto (0,1). Ahora aplicamos la férmula d(r,r’)
dr.ry=d((Pr) =

_|o(@) -12(2)-4

diger

-16| 16
|— ‘F‘ = E unidades

7. ACTIVIDADES

h) Representa graficamente las siguientes rectas

a) y=-4x+1 by y=-5 c)x+ty—10

=1 e) 3x -2y+1=0 f) —+-=
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i) Dar la expresion en forma punto pendiente las rectas graficadas a conti-

nuacion
a) b) c)
rl, e ]
5 5 5
4 4 4
3 3 3
2 2 2
1 1 1
-A -5 45 D—ll 234 56 Jr= -A -5 -4 .5 -3 -] l:l_ll 234 5 6 x= A -5 -4 .50 -] 911 25 45 6
-2 -2 -2
3 = -3
-4 -4 -4
=5 =5 -5
-8 -5 ]
d) e) f)
& + [ ! ]
] 5 a3
4 4 4
3 3
2 2
5 1 1
ASE[EA 0T 25438 7 TaSaa a1 3545 F 0 S5 i i sion
-2 -2 -2
-3 Bl -3
-4 4 -4
-5 -5 -5
-6 -5 -
g) h) i)
JIJ‘ -
! &
3
4
3
2
1
B R | F -6 -5 4311y F T i 35436 o
-2
i}
-4
-5
-&
j) Hallar el valor de k en las siguientes ecuaciones a fin de que cada recta

pase por el punto indicado:

a) 4x +3v-k=0

A(l,-2)

b) -];_r+i -1=0

i

B{3,

k) ¢Cuanto debe valer un numero real k para que el punto (-1, 2) se encuen-
treenlarectak x+7 y-7 =0 ?. Graficar.

I) Escribir la ecuacion de la recta que pasa por los puntos:
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a) (-2,-1) y (-4,-3) b) 3.5 y (7,-2)
) (6.-1) y (-2.4) d) (1,-5) y (10,11

m) Averiguar si los puntos (0, 2), (1, -1) y (-1, 5) estan alineados.

n) Hallar la ecuacién de la recta que tiene pendiente 5 y pasa por el punto P
('1 ’ '2)

1
0) Hallar la ecuacion de la recta que tiene pendiente —5 y pasa por el pun-

toP (-4, 7).

p) Halla la ecuacién de la recta que pasa por el punto (-1,1) y es paralela a la
recta que tiene de ecuacion y=x+1.

q) Halla la ecuacién de la recta que pasa por el punto (0,1) y es perpendicu-
lar a la recta -3x+2x+1=0.

r) Hallar la distancia entre los puntos (1,0) y (-3,4).

s) Hallar la distancia entre las rectas 2x-3y=3 y 6x-9y=4.

MAS EJERCICIOS

(1).- Representa en una grafica los puntos P1 (2,3), P2 (5,2), P3 (-2,-3), P4 (1,-3),
P5 (-4, 2) , P6 (0,1),P7 (-3,0), P8 (0,0)

(2).- Halla la tabla de valores y dibuja la grafica de la ecuacién de la recta x = 2y

(3).- Halla la tabla de valores y dibuja la grafica de la ecuacion de larecta 2x -y =
1

(4).- Halla la tabla de valores y dibuja la grafica de la ecuacién de larecta-x -y =
-1

(5).- Halla la tabla de valores y dibuja en una misma grafica las ecuaciones de las
rectas. Saca alguna conclusion una vez dibujadas

xX+y=2
x+y=4
x+y=5

(6).- Halla la tabla de valores y dibuja en una misma grafica las ecuaciones de las
rectas. Saca alguna conclusion una vez dibujadas

X-y=2
X-2y=2
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X -6y=2

(7).- Halla graficamente el valor de la x e y en el sistema de ecuaciones
X+ 2y =16
x-y=1

(8).- Halla graficamente el valor de la x e y en el sistema de ecuaciones
2x + 3y =35

2x-y=15

(9).- Halla graficamente el valor de la x e y en el sistema de ecuaciones
x+y=5

2x-3y=5

(10).- Hallar la distancia entre los puntos (3,5) y (1,4)

(11).- Hallar la distancia entre el punto (-3,4) y la recta 2x + 3y =4

(12).- Calcula el valor de a para que la distancia del punto P(a,2) a la recta 3x + 4y

—2=0seaiguala1

8. EJERCICIOS DE AUTOCOMPROBACION

k) Representar la recta y=4. ; Qué pendiente tiene?

I) Dada la ecuacion de la recta y=5x+4, ponerla en forma implicita.

m) Dada la ecuacién de la recta 2x+3y=5, ponerla en forma explicita.

n) Hallar la ecuacién de la recta que pasa por el punto (3,-5) y tiene pendien-

te m=3

o) Hallar la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (-1,2) y (2,-3). ¢Es

creciente o decreciente?.

p) Hallar la ecuacién de la recta que pasa por el punto (2,-3) y es paralela a

la recta que tiene de ecuaciéon y=2x+1.

q) Hallar la ecuacién de la recta que pasa por el punto (-1,4) y es perpendi-

cular a la recta -3x+y-2=0.
r) Hallar la distancia entre los puntos (4,2) y (1,3).

s) Hallar la distancia entre las rectas 2x-3y=3 y 6x-9y=4

9. SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS DE AUTOEVALUACION
6. m=0

Pag

98



2 5
8. y=—§x+§
9. y=3x4
10. y=——x+l
3
11. y=2x-7
1 11
12.y=——x+?
13.410
14.0.46
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Funciones
operaciones
con funciones
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Tema 7
Expresion grafica de funciones,
operaciones con funciones

1. INDICE
1. INDICE
t) Introduccién

u) Concepto de funcion
v) Grafica de una funcién
w) Operaciones con funciones

x) Propiedades de las funciones

2. INTRODUCCION GENERAL A LA UNIDAD Y ORIENTACIONES PARA EL
ESTUDIO

El concepto de funcién es el mejor objeto que los mateméaticos han podido inventar

para expresar el cambio que se produce en las cosas al pasar el tiempo.

En esta unidad didactica comenzaremos con los aspectos basicos de las funciones ta-
les como: identificar cuando una relacion entre dos conjuntos es una funcién, visuali-
zar una funcion a través de distintos métodos, obtener informacion de esa representa-
cién y reconocer ciertos conjuntos asociados a las funciones tales como el dominio y
la imagen. Asi como propiedades y operaciones basicas de las funciones.

Haremos hincapié en que una funcién puede representarse de diferentes modos: me-
diante una ecuacioén, con una grafica, o con palabras.

3. OBJETIVOS ESPECIFICOS
Comprender el concepto de funcién
Saber determinar el dominio y el recorrido de una funcién cualquiera
Reconocer graficas que provienen de funciones

4. DESARROLLO DE LOS CONTENIDOS

Introduccion

La construccion y lectura de graficos son necesidades imprescindibles en el mundo
actual. No es posible comprender un diario si no se tiene idea de como interpretar un
grafico. Como primer acercamiento observemos el siguiente grafico que contiene infor-
macion simple de leer. En las empresas ferroviarias se utilizan diagramas similares a
estos para programar la sefalizacion a lo largo de la via férrea.
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En el eje vertical se han marcado los puntos O, A, B, C, D, y E que son estaciones fe-
rroviarias. En el eje horizontal se ha representado el tiempo medido en horas.

Cada linea quebrada indica la posicion del tren, cuyo numero estd marcado sobre la
misma, en funcién del tiempo. Observemos que algunos trenes no llegan a la ultima
estacion y algunos no paran en ciertas estaciones.

Veamos algunas preguntas que podemos hacer para interpretar el gréafico:

1) ¢ A qué hora sale el tren n° 27

2) ¢, A qué hora llega a la estacién E el tren n°® 47?

3) ¢, Cuanto tiempo transcurre entre la salida del tren n°® 3y el n® 4?

4) ¢ Cuanto tarda el tren n° 1 en ir de la estacion O a la estacién B?

5) ¢,Cuanto tiempo el tren n° 1 esta detenido en la estacién B?

6) ¢ Cuanto tiempo transcurre en la estacion D desde la partida del tren n° 1 hasta que
pasa el tren n°® 67?

7) ¢ Hasta donde llega el tren n°® 3?

8) ¢ A qué hora y en qué lugar se cruzan los trenes n°® 1 y n°® 2?

9) Si un pasajero llega a la estacion O a las 12:30 hs. y quiere llegar a la estacion E,
¢,qué opciones tiene?

10) Si un pasajero llega a la estacion O a las 10 hs. y toma el tren n°® 3, ;como hace
para llegar a la estacion E?. ;A qué hora llega?. ;Qué le hubiera convenido hacer
para llegar antes?

11) ¢ Es siempre la misma la velocidad del tren n® 2?. ;Y la del tren n® 1?. ; En qué lu-
gar es mayor?

Desde un punto de vista informal, una funcién es una regla que permite asig-
nar a cada uno de los elementos “x” de un conjunto “A” un unico elemento “y” de otro
conjunto “B”. A diario tenemos ejemplos de estas asignaciones: el médico dosifica un
antibiotico en funcién del peso del bebé, nos cobran el pasaje en funcién de la distan-

cia recorrida, la distancia recorrida es funciéon de la velocidad alcanzada, etc.

Concepto de funcion

Sean Ay B dos subconjuntos de R. Cuando existe una relacién entre las variables, x e
y,donde xe 4 e y€ B, en la que a cada valor de la variable independiente x le co-

102
Pag



rresponde un tnico valor de la variable dependiente y, diremos que dicha relacion es
una funcion.

" £ Diremos que y es la imagen de x por la
E funcion /. En simbolos:
y=fx)
fA—=B

A lo largo de este curso trataremos especialmente las funciones que tienen por domi-
nio y recorrido el conjunto de numeros reales R, es decir, A = B. Aunque en muchos
casos los dominios o recorridos de funciones sélo son subconjuntos de R. A las fun-
ciones de este tipo las llamaremos funciones reales de variable real.

Al conjunto formado por todos los valores que toma la variable independiente x lo de-
nominamos dominio de la funcion y lo denotamos Dom f.

Al conjunto formado por todos los valores que toma la variable dependiente y tales que
y = f(x) para algun x € 4, lo denominamos imagen de la funcién y lo denotamos Im f.

Para una funcion f:4— B, se tiene que A=Domfe Imf c B

No todo lo que parece es una funcién. Es importante aprender a reconocer cuando
una relacion entre dos conjuntos es o no una funcién. Para ello, en la siguiente sec-
cioén, veremos cdmo reconocer cuando una relacion entre dos variables o magnitudes
es una funcién, a partir de la representacion grafica.

Grafica de una funcidon

Una forma de representar una funcion es mediante una gréafica en un sistema de coorde-
nadas cartesianas. En el eje horizontal se representa a la variable independiente y reci-
be el nombre de eje de abscisas o eje x. En el eje vertical se ubica la variable depen-
diente y recibe el nombre de eje de ordenadas o eje y.
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Griaficamente

Al representar una funcién y = f (x) en un

‘Ejmﬁmdms sistema de coordenadas cartesiano, so-

bre el eje de abscisas se ubica la variable

independiente x, mientras que sobre el

d:__:_:}?ﬂ eje de ordenadas se ubica la variable de-
! pendiente y.

F}F;'JE de abscizas

[nL] -
ol - - —

Los siguientes ejemplos ponen de manifiesto como podemos saber si una relacion en
tre dos conjuntos es o no una funcién.

j__”:p El Grafico 1 no representa una funcion
| pues hay elementos del dominio que tie-
i nen mas de una imagen.
21 Ejemplo:
A TR0 ) f(3)=2 y f(3)~=4
1234535 F
Grafico |
T2 El Grafico 2 corresponde a una funcion
54 puesto que todos los elementos de A tie-
a1 nen una Unica imagen en B.
3 1
21 En este caso podemos observar que
1/ Y Domf=[1,5]eImf=[0,4]
gy

T ~
Gratico 2

En los siguientes ejemplos presentamos las graficas de alguna de las funciones que

en el tema proximo estudiaremos.
Ejemplo 1: La funcion f:R — R, y=f(x)=3x-1. La grafica de esta recta pasa por los

puntos (0,-1) y (1,2)
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0

X
/ Po=(0,-1)

Ejemplo 2: Sea la funcién y = f(x) = x”. La grafica de esta funcion es una parabola

Operaciones con funciones

Dadas dos funciones reales definidas sobre el mismo conjunto A con 4 R

f:A>R g:A—>R

x> f(x) x—>gx)

Se define la funcién suma f+g:4—> R como aquélla que toma en cada punto
x € A el valor:

(f +8)x) = f(x)+g(x)

Se define la funcion diferencia f —g: 4 — R mediante:
(f—g)x)=f(x)-g(x)

Se define la funcién producto f-g:4— R, como aquélla que toma en cada punto
x € A el valor:

(f-&)x)=f(x)-g(x)

Se define el cociente f/g: 44— R mediante:
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VAP C)]
(g](x) g(x)

Observar que para que el cociente esté bien definido g(x) no debe anularse nun-
ca, es decir, debe ocurrir g(x)#0, paratodo xe 4.

Ademas de las operaciones que acabamos de definir se tiene la composicion de
funciones, y que juega un papel importante en la teoria de funciones de variable

real.
Sean f, con dominio A, y g funciones tales que el recorrido f(A) de f se encuentra
en el domino B de g. Se define la composicion de f con g, como la funcion g° f,

que toma en los puntos del dominio de f el valor

(g° Nx)=g(f(x)

f
A »f(A)c B

gof :

R

Ejemplo 3: la funcion /(x)=++/x+3 que esta definida en A={xeR,x>-3}, es

decir, h: A—> R,x —> x+3, es la composicion de las funciones:

f:A—>R
xX—>x+3

g:R" > R,x —>+x,
donde R" = {x eER,x> 0}. es decir, h=g° f
Llamaremos funcién identidad | a la funcién /:R —> R, x > I(x)=x. Dada una

funcion real diremos que tiene funcién ' cuando
fort=1

Ejemplo 4: la funcion inversa de f(x) = x’ viene dada por ' = Vx
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Propiedades de las funciones

En esta seccion introduciremos algunas de las propiedades que puede satisfacer
una funcién. Asi introduciremos los conceptos de funcién positiva y negativa, cre-

ciente y decreciente, y pares e impares.
Se dice que una funcién f :R — R es positiva cuando f(x)2>0 paratodo xeR
. Se dice que es estrictamente positiva cuando f(x)>0 para xeR.

La grafica de una funcién positiva queda siempre por encima del eje OX de absci-

sas, en el lamado semiplano superior.
Analogamente, se llaman funciones negativas aquellas funciones f que verifican
f(x)<0, para cada xR, y seran estrictamente negativas cuando f(x)<0, para

cada xeR.

y f positiva y
X X
f’f—\
f estrictamente
negativa

Ejemplo 5:
a) f(x)=x" es una funcién positiva,
b) f(x)=-1-x" es una funcién negativa,

c¢) f(x)=3x no es ni positiva ni negativa.

Una funcién f:R — R se dice que es mondtona creciente cuando el valor de la

variable x crece entonces el valor de la funcion f(x) también crece. En términos

Mas precisos.
Una funcién real f es monoétona creciente si para x, <x,, entonces
f(x;)< f(x,). Se dice que es mondtona estrictamente creciente si cuando

x, < x,, entonces f(x,)< f(x,).
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Andlogamente, si para x, <x, se verifica f(x,)= f(x,) hablamos de una funcién

monoétona decreciente. Se dice que es estrictamente mondétona decreciente si
cuando x, <x,, entonces f(x,)> f(x,).

Ejemplo 6: la funcion del ejemplo 1 es estrictamente creciente. La funcién del

ejemplo 2 es decreciente hasta el punto (0,0) y creciente a partir de dicho punto.

Decimos que una funcion es par siempre que para todo valor de la variable indepen-
diente perteneciente al dominio se cumpla que:

f(-x)=f(x)
Esto correspondera graficamente a una simetria especular respecto al eje y (x=0). La
funcion del ejemplo 2 es una funcién par.

Decimos que una funcién es impar siempre que para todo valor de la variable inde-
pendiente perteneciente al dominio se cumpla que:

f(-x)=-f(x)
Esto correspondera graficamente a una simetria respecto al punto (x,y)=(0,0).

El caracter par o impar de una funcién es lo que conocemos como su paridad. Las
funciones que no son ni pares, ni impares, carecen de paridad.

Ejemplo 7: la funcién f(x)=|x| es una funcion par. La funcién f(x)=x"es
una funcién impar.

5. RESUMEN

33. Una funcién es una relacion entre las variables, x e y, donde xe 4 e ye B,

en la que a cada valor de la variable independiente x le corresponde un tnico
valor de la variable dependiente y.

34. Dominio de una funcién (Dom f) es el conjunto formado por todos los valores
que toma la variable independiente x.

35. Imagen de la funcion y lo denotamos /m f al conjunto formado por todos los va-
lores que toma la variable dependiente y tales que y = f(x) para algunx € 4,

e Suma de funciones (f +g)(x)= f(x)+g(x)
 Diferencia de funciones (/' —g)(x) = f(x)—g(x)

e Producto de funciones (f-g)(x)= f(x)-g(x)

x
e Cociente de funciones (i](x) A
g g(x)
e Composicion de funciones (g° f)(x)=g(f(x))
e Funcién positiva cuando f(x) >0 paratodo xeR.

e Funcién estrictamente positiva cuando f(x) >0 para xeR.
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e Funcién negativa cuando f(x) <0, paracada xeR,
e Funcion estrictamente negativa cuando f(x)<0, paracada xe R .
e Funcién monétona creciente si para X, <X, , entonces f(x,)< f(x,).

e Funcion estrictamente monotona creciente cuando X, <Xx,, entonces
f(x1)<f(x2)-

e Funcién par f(-x)=f(x)
e Funcién impar f(-x)=-f(x)
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7. ACTIVIDADES

e Indicar si los siguientes graficos corresponden a funciones. Justificar. Hallar el
dominio y la imagen de los que corresponden a funcion.

1) i) i)

bk

q

Cd P al * ; X

e Dados los siguientes graficos correspondientes a funciones, determinar los
conjuntos dominio e imagen de cada una de ellas:
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1) i) i)

e Para las funciones representadas, estimar, a partir de su grafico, los valores
que se indican.
by Ay
3_. -

a)f(1);f(2);1(2,5);1(4);f3).
b) Los valores de x tales que f(x) = 0.

c) 9(- 1,5); 9(- 0,5) ; 9(0) ; 9(0,5) ; g(4).
d) Los valores de x tales que g(x) = 2.
e) Los valores de x tales que g(x) = -2.

e Calcular el dominio de las funciones dadas por:

. . . 2x
a) f(x)= 3x—1 b) f(x)= ~[2x-1 ¢) flx)= ——

X+ 2

e En cada caso, calcular, si es posible, f(0), f(-0,8), f(0,8), f(-1),f(1),
f(-4,25), f (4,25) y decir cual es el dominio de la funcion f:

Lh

a) flx)=-3x+2 by fix)y=-4 c) f(x) = x*+2x-

: 1 B 5 o 3

d) fix)=-x"+x"-2x+4 e) fx)=— f) fix)
x x—4

8. EJERCICIOS DE AUTOCOMPROBACION

15. Indicar si los siguientes graficos corresponden a funciones. Justificar.
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b) C)

N
|

16.Dados los siguientes graficos correspondientes a funciones, determinar los
conjuntos dominio e imagen de cada una de ellas:

17. Calcular el dominio de las funciones dadas por:

x—1
x* +4

a)f(x)= xvx b)g(x)=~lx*+5  ¢)h(x)= é d)m(x) =
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9. SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS DE AUTO EVALUACION

1.

7. El grafico no representa una funcién pues para el valor de x=3 le corresponden
infinitos valores de la variable dependiente y, concretamente todos los nimeros
reales.

s. Sicorresponde a una funcién

o. El grafico de este apartado también corresponde al de una funcion.

2,
t) Dom(f)=(-3,3); Img(f)=[-2,3]
u) Dom(f)=[-3,2)U(2,4) img(f)=(-3,3)
3.

11.Dom(f)=[0, )
12.Dom(g)= (— 00,00)
13.Dom(h)=(—o0,1)U(1,0)

14.Dom(g)= (— 00,00)
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Funcion real de
variable real
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Tema 8

Funciones reales de variable real:
clasificacion y caracteristicas
basicas de las funciones lineales,
polinébmicas, trigonomeétricas,
exponenciales, logaritmicas y
racionales sencillas. Valor
absoluto, parte entera

7 INDICE

Funciones polindbmicas

Funciones trigonométricas

Funcién exponencial

Funciones logaritmica

Funcion logaritmica y su inversa la exponencial

IR

2. INTRODUCCION GENERAL A LA UNIDAD Y
ORIENTACIONES PARA EL ESTUDIO

En esta unidad introducimos la representacion de las funciones polinémicas de
grado menor o igual que tres, de las funciones trigonométricas basicas, es decir, la fun-
cion seno, coseno y tangente. Asi como, la representacion grafica de las funciones expo-

nencial y logaritmica.

3. OBJETIVOS ESPECIFICOS

b) Estudiar en general las propiedades y caracteristicas de las funciones polindomi-
cas, trigonométricas, exponenciales y logaritmicas.

10. Llegar a reconocer las graficas de las funciones polindmicas de grado menor o
igual que 3, se pretende que observando el polinomio y sus coeficientes se deter-
mine que forma tiene la gréafica, sin necesidad de acudir a la tabla de valores.

. Identificar, construir y representar las funciones trigonométricas

115
Pag



. Conocer la definicion de las funciones exponenciales y logaritmicas

NOCIONES GENERALES DE FUNCIONES REALALES
DE VARIABLE REAL

Se llama funcién real de variable real a una correspondencia f: S-------- R donde para todo ele-
mento del conjunto S (Dominio o conjunto inicial donde puede tomar valores)se le hace correspon-
der una y solo una imagen del conjunto S’ (Imagen), donde Sy S” estan contenidos en H, es decir,

es una funcion:
f:SCR—SCR
A “S”= Dom(f) se le llama dominio y a S’=Img(f) imagen de f.
Ejemplos.
mCalcular el dominio y la imagen de las funciones:
f(x)=3x*-2x?>+x-1 Su dominio es R ya que es un polinomio que por definicion es producto u
suma de constantes de numeros reales no existiendo para estas operaciones ningun tipo de

restriccion real.

De aqui podemos generalizar que el dominio de una funcién polinémicas es siempre R

X +2

fx)=

2
3 este tipo de funcién se llama funcién racional pues esta formada por un

x -4

cociente de polinomios, anotemos que para el cociente de numeros reales existe una res-

triccion ya que el denominador no uede ser 0, por tanto debemos pensar que numeros pue-

den anular el deominador por lo tanto hemos de hacer x2-4=0 de donde se deduce que x=2

x=-2 luego indicaremos que Dom(f)=R-{2,-2}.

De aqui podemos generalizar que el dominio de una funcién racional es siempre R-{a}
Ya € R raiz del denominador

f(x)=+/3x—6 Para estudiar el dominio de esta funcion observemos que aparece un

nuevo calculo el de la raiz cuadrada que solo se puede realizar si el radicando es mayor
que cero, lo que implica que emos de averiguar cuando 3x—6>0 3x>6 x2>2 asi

podemos decir que el Dom(f)=[2, +)
De aqui podemos generalizar que el dominio de una funcion irracional es el conjunto de va-
lores de R donde el radicando es mayor que 0.

En este capitulo estudiaremos algunas funciones especiales de las que estudiaremos su

dominio en su momento
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Tambien abordaremos otras cuestiones y propiedades de las funciones
como

| Funciones acotadas

Decimos que una funcion f esta acotada cuando su conjunto imagen esta acotado. Es decir,

hay un numero M tal que para todo x del dominio de la funcién se cumple que

~M < f(z) < M

Por ejemplo: f(x) = sen(x) y g(x) = cos(x) tienen por conjunto imagen al intervalo [-1,1] y son,
por lo tanto acotadas. Una funcion esta acotada cuando su grafica esta entre dos lineas hori-

zontales.

En forma analoga se define las nociones de funcion acotada superiormente y funcion acotada

inferiormente, queriendo decir que su conjunto imagen esta acotado superiroemente o inferior-
H H wo vy H H H [D, —I—DO[

mente respectivamente. Por ejemplo, f("x")=|x| tiene por conjunto imagen L™ , por lo

que la funcion esta acotada inferiormente.

Cuando una funcion verifica cualquiera de las cuatro propiedades anteriores, decimos que
es monotona. Traducir a hecho grafico la acotacion de una funcidn seria decir que su graéfica
se mueve dentro de los rectas horizontales situadas alas alturas m y M del eje de ordenadas.

x? =1

x*+1

Veamos un ejemplo  f(x) =

P
3
2
4
4 -3 -2 -1 / 2 3

| ] Funciones monoétonas

5) Decimos que una funcion f es estrictamente  creciente en el interva-

o la,b] «= Yoy, 20 € [a,b] s 11 < 10 = fxy) < flx2)

6) Decimos que funcion f es estrictamente decrecien-

teen 1@, 0] = Yoy, 20 € [a,b] 1 1y < 19 = fz1) > f(22)
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7) Decimos que f es crecien-

teen D] & Vo, 20 €a,b] i xy <1y flry) < flxa)
8) Decimos que f es decrecien-
teon | 0] = Vry, 20 € [a,b] 1 1y < 25— f(x1) 2 fl22)

Si representamos graficamente la funcion

F(x)=2x3-3x-12x. Podemos observar que la funcion es creciente en el intervalo (-=,-1)UJ(2+x)
y decreciente en el intervalo (-1,2), habiendo pues un maximo relativo en x=-1 y un minimo re-
lativo en x=2 como se puede observar enla figura

, 740

30

28

18

-8 -6 —4 - 2 4 6

Maximos y Minimos de una funcién

Dada una funcidn f(x) sea x=c un punto del dominio de la funcién donde la monotonia cambia
diremos que en ese punto la funcion tiene un extremo relativo también se llaman puntos criti-

COs.

Si el cambio de monotonia es crecimiento-decrecimiento decimos que tienen un maximo relati-

Vo.

Si el cambio de monotonia es decrecimiento-crecimiento decimos que tienen un minimo relati-

Vo.

Si miramos la funcion F(x)=2x®-3x-12x y su gréfica en el ejemplo anterior vemos como presnta

un maximo en x=-1 y un minimo en x=2 , como se puede observar en la figura
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48

38

28

i@

-18

—48

Veamos otros ejemplos graficos

Maximo
¥ Relativo
fiez) PR
f Y
.n'l \\_‘
/
I'\:
I'I
!
b .
" \ J
-~ - III"., /
4
.l-r !
RS _.rT_C:‘} I \.ﬂ'-':!j f
. II A Minimo
N " Relativo
! I'I - i X
MII]!.‘IEI'IO Cy iy Ci
Relativo ¥ -~
| ~
|I __.f’f
Puntoscriticos
¥ ¥
] 1 ;
] .'I
1 Ae
I.-'f \'\ f}.
{ £ i N\ _
e i
/ x
III c
. Minimo
2'.13.11.1&1.:: relative
relativo
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y=x" =3x

Eelativo
(-1,2)
1
+ x
- Minimo
a _-5) Relative
et d
3/ 2
1 ——
I i | X
-2 0 2 4
Minime
relativo

Una funcién no necesariamente tiene un maximo o un minimo
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Esta funcion cambia su monotonia en x=1 aparentemente pero no tiene punto critico ya que el

punto x=1 no pertenece al dominio pues la grafica no tiene imagen.

| Simetrias. Funciones pares e impares

Funcién par

Decimos que una funcién es par cuando presenta simetria sobre el eje Y (ordenadas), esto es,

si para todo elemento x de su dominio se cumple que — x también esta en el dominio y

f(=z) = f(z)

Ejemplo: f(x)=x*-x?+2

[

-8 -6 —-4 -2 2 4 6

-8

La denominacion de par es porqué todas las funciones que en su definicion la variable”x” esta
afectada por exponentes pares tienen esta prpiedad.

Funcién impar

Decimos que una funcion es impar cuando presenta simetria respecto al origen, esto es, si

para todo elemento x de su dominio se cumple que — x también esta en el dominio y
fl—z) = —f(z)

Una funcion que no presenta simetria par, no tiene necesariamente simetria impar. Algunas
funciones no presentan ninguno de los dos tipos de simetria o bien la presentan frente a focos
o ejes distintos del de coordenadas o el eje de ordenadas (o eje Y). Dichas funciones se dice

que no poseen paridad.

Ejemplo: f(x)=x5-3x3+x
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La denominacion de impar es porqué casi todas las funciones que en su definiciéon la

variable”x” esta afectada por exponentes impares tienen esta propiedad.

[Propiedades

La suma de dos funciones pares o dos funciones impares es par.

El producto de funcién par por par o impar, da par.

Todas las otras combinaciones dan impar.

| Funciones periédicas ’

funcién periddica

Decimos funcion es periddica si se cumple: fIfI‘J - f(r + Tj: T ?é 0 donde T es

un periodo de la funcion. El periodo es el menor de los periodos positivos, cuando exista tal

numero.

Los ejemplos clasicos son las funciones seno y coseno con periodos iguales a 2.

Y=sen(x)
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y=cos(x)

-3

Si int denota la funcién parte entera (que produce el mayor enetero menor o igual al argumen-

to) entonces la funcion f'tal que f{x) = x — int(x) tiene periodo 1.

Y=x-int(x)

-2

| Funciones céncavas y convexas

Funcién concava

"a" es la pendianta

_ fx) - i)
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Una funcion fes concava sobre un intervalo cuando el segmento que une dos puntos de la

grafica de f, siempre esta por encima o tocando la grafica.

Funcién convexa

-4 -3

Una funcion f'es convexa sobre un intervalo cuando el segmento que une dos puntos de la

grafica de f, siempre esta por encima de la grafica.

La denominacion de convexidad y concavidad depende del punto de vista que se adopte para
considerar que es una concavidad, esto es si se mira a la funcion "desde arriba" o "desde aba-
jo". Por ello, algunos textos denominan convexas a las funciones que se curvan "hacia arriba",
Por ello, es frecuente que en ocasiones se adopten las denominaciones concava hacia arriba

el hueco y convexa hacia abajo el hueco para evitar las ambigtiedades.

1. TIPOS DE FUNCIONES
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2. LA FUNCION LINEAL Y AFIN

2.1. La funcién lineal

Supongamos que un momento determinado queremos efectuar la rela-
cion entre doélares y euros. Si el cambio es de 1 euro = 1’12 ddlares podemos
realizar la tabla siguiente:

Euros Dodlares

1 112
1’5 1’68
2 2’24
2’5 2’8
3 3'36
4 4’48

Podemos calcular el importe de cualquier cantidad de euros aplicando:
1’12 - (n° de euros) = (n° de ddlares)

Esta situacidn se llama de proporcionalidad directa y puede expresarse
matematicamente de la forma f(x) = ax.

Si realizamos una grafica con los valores de la tabla anterior obtendre-
mMOos una recta que pasa por el origen de coordenadas, ya que si no das ningun
euro, no te daran nada en dolares.

Doélares
w E [6)]

Euros

Una funcion del tipo f(x) = ax se denomina funcién lineal o de propor-
cionalidad directa. Suele escribirse de la forma y = ax porque f(x) es la orde-
nada de la grafica. El coeficiente a se llama pendiente.

2.2. La funcién afin
Vamos a suponer que la bajada de bandera de un taxi es de 1 euro en la
tarifa y de 30 céntimos de euro cada 250 metros de recorrido.
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El importe de cada trayecto, dependiendo del numero de metros que se
recorren en cada uno de ellos es el siguiente:

030
—x+1

250

Esto lo podemos representar por la funcién:

030
f(x)= — x+1
250

donde f(x) representa el coste. Dandole valores a x se puede obtener el precio
de distintos trayectos.

La funcién que relaciona las anteriores variables tiene la forma:
f(x)=ax+b
que se denomina funcién afin. También se escribe y = ax + b.

La grafica de la funcion afin es también un
continua, aunque no pasara por el origen de

recta, por tanto una funcién
rdenadas.

Importe en €
N w B (&)}

1000 2000 3000

Distancia en metros

La recta corta al eje de ordenadas en el punto (0,b), por lo que el valor
de b se conoce como ordenada en el origen. El coeficiente de la x determina
la inclinacién de la recta, por lo que se le denomina pendiente.
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3. LA FUNCION CUADRATICA. LA CATENARIA

Una funcion de la forma f(x) = = ax® + bx + ¢, en donde x aparece elevada al
cuadrado se denomina funcion cuadratica o funcién polindmica de segundo gra-
do. También se escribe de la forma y = ax? + bx + c.

La grafica de la funcidon cuadratica es una parabola con vértice en el
-b . .
punto V(anVy), donde V. =g y V, se obtiene sustituyendo ¥, en la ecua-
a

cion de la parabola.

, | \ lse .. 7
v i \ - la _.ff
. /
: A
5 . \\‘ 46 / .

Un solo pubte de corté con OX pa(x-1)"2 : : : - 11

2 P : : : : -

Otros puntos importantes de la parabola son aquellos en los que corta a
los ejes de coordenadas.

Punto de corte con el eje OY: x =0 [0, £(0)]

Puntos de corte con el eje OX: y = f(x) =0. Resolviendo la ecuacién de
segundo grado obtenemos los posibles puntos de corte.

Al resolver la ecuacion de segundo grado podremos obtener dos solucio-
nes, una o ninguna segun que el discriminante (b2 —4ac) de la ecuacion sea

positivo, cero o negativo. Significa que existiran dos puntos de corte de la para-
bola con el eje de abscisas, uno o ninguno.

Asi, cuando a > 0 obtenemos: Y cuando sea a <0

ntos de corte con OX yax"2e2x-3

Pag

L <k i 4 dm s e e
.




Esto nos viene a decir que, dependiendo del signo del coeficiente a, las
ramas de la parabola van a estar dirigidas hacia arriba (a > 0) o hacia abajo (a

<0).

Ademas, una parabola siempre es simétrica respecto
alarecta x=V_; con estos puntos y alguno mas que nosotros

le demos podemos obtener una representacion grafica de la
parabola que estemos viendo.

Como ejemplo vamos a representar graficamente la
funcién: f(x)=x’+x-6, hallando previamente los puntos de
corte con los ejes y el vértice.

El punto de corte con el eje de ordenadas (x = 0) es:
f(0) =02+ 0—6==-6 por lo que el punto de corte es: (0,—6).

Los puntos de corte con el eje de abscisas (y = 0) los calculamos resol-

viendo la ecuacion de segundo grado 0 = x* + x — 6 obteniendo x;
por lo que los puntos de corte son (2,0) y (-3,0).

-1 -1y -
El vertice en x es Vx:7 y K:(_lj +_1_6=l_l_6=

. -1 =25
que el punto del vértice es V' 5 )

=2, X2 =-3

Estos puntos son suficientes para representar la grafica aproximada,
pero podemos darle alguno mas si queremos y obtendriamos la siguiente tabla

de valores:
1
x| 0 2 =3 —-— 1 3
2
25
y‘—G 0 O —? -4 6

y]_s

[ T T A T R T =)
- T T T SR R U

-1

A . g




La catenaria es la curva que describe una cadena suspendida por sus
extremos.

Los primeros matematicos que abordaron el problema supusieron equi-
vocadamente que la curva era una parabola. Huygens, a los 17 afnos, demostro
que no era una parabola, pero no encontro la ecuacion.

En 1691, en respuesta a un reto de Jacob Bernoulli, Leibnitz y Huygens,
por métodos geométricos, y Johann Bernoulli encontraron la ecuacion. Este
reto de Jacob Bernoulli, resuelto por Johann, fue el comienzo de la rivalidad en-
tre ellos.

El nombre de catenaria se debe a Huygens.

Johann Bernoulli resolvio el problema de la siguiente manera:

1.5
1.4}

1.2}

1 0.5 a P Jm.s 1

Consider6 el trozo de cadena OA. Las fuerzas que actuan sobre ese trozo son
el peso P, la fuerza F (que depende del lado izquierdo de la cadena y por lo
tanto es constante) y G. Siendo a el angulo que forma G con la horizontal, te-
nemos que, como el trozo OA esta en equilibrio:

P=Gsena
F=Gcos a

Dividiendo ambas ecuaciones tenemos: tg a = P/F

Aplicando conceptos matematicos superiores a los que en este curso se
imparten, se deduce que la férmula es y = a/2(e’® + ™), siendo a la distancia
desde el origen hasta lacurvay e = 2'71.
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4. REPRESENTACION DE FUNCIONES POLINOMICAS DE GRADO
3

Las cubicas: f(x)=ax*+bx+cx+d son como sillas, unas con el asiento hundido y
otras sin hundir, podemos observar que el signo de a decide si el respaldo de la si-
lla esta a la derecha o a la izquierda y todas son simétricas respecto del punto en
el que la x vale -b/3a, punto de inflexion.

En este caso, NO basta con el coeficiente a del maximo grado para saber la forma
de la funcién, tal y como ocurre con las graficas de las funciones polinémicas de
menor grado. Para polinomios de grado 3 se necesita estudiar el signo de b>-3ac.

f(x)=ax3+bx* cx+d

— he—Zac<l — =£nJ:.3dae simetria
x=-bf3a

pto de simetria

— b -Zac>0 —

pto de simitria
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5. FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

En la unidad didactica 6 estudiamos cémo obtener el seno, el coseno y la tangente
de un angulo. En esta unidad vamos a estudiar las representaciones graficas de
las funciones seno, coseno y tangente.

y=sen(x) y=cos{x)
1 T T T T 1
0.8 B 038 B
06 R 06 B
04r- q 04+ q
02- B 02 q
S & 0
= o
0.2 B 02 q
04 B 04 B
0.6 B 0.6 q
0.8 q 0.8 B
1 L L L L i L 4 L ! . L L
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6 7
eje-x ejex
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Tkl

anmilo=0%
#»=0.00 rad
Toplix ) =0.{0000

6. FUNCION EXPONENCIAL

La funcion exponencial es muy importante en matematicas. Es la funcion con més presencia
en los fendmenos observables. Asi presentan comportamiento exponencial: la reproduccion
de una colonia de bacterias, la desintegracion de una sustancia radiactiva, algunos
crecimientos demograficos, la inflacion, la capitalizacion de un dinero colocado a interés
compuesto, etc.

w=<. 00

= D2
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7. FUNCION LOGARITMICA

La funcion logaritmica es muy importante en matematicas. Constituye un poderoso
instrumento en la practica del calculo numérico. Por ser la reciproca de la exponencial, esta
funcion es una de las de mas presencia en los fendmenos observables.

Se llaman funciones logaritmicas a las funciones de la forma f(x) = log.(x) donde

a" es constante (un numero) y se denomina la base del logaritmo.

La funcién logaritmica que mas se utiliza en matematicas es la funcién "logaritmo
neperiano”, tiene base a=e, y se simboliza normalmente como In (x), (la funcion lo-
garitmo en base 10 se simboliza normalmente como log(x)).

En la siguiente grafica estan representadas las dos funciones logaritmicas mencio-
nadas

:

: yp=lnlx] v=loglOix)

Las funciones exponencial y logaritmica se dice que son una inversa de la
otra.

Graficamente se observa viendo que son simétricas respecto a la recta y = x,
como se ve en la grafica anterior. Numéricamente se observa que, siendo
f(x)=2-y g(x)=log.(x), f(2)=2=4 y g(4)= log.(4)=2, f(3)=2:=8 y g(8)= log.(8)=3, etc.
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Tasa de variacion
media e instantanea
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Tema 9
Tasa de variacion

1. INDICE
1 INDICE

2 INTRODUCCION GENERAL A LA UNIDAD Y ORIENTACIONES PARA EL
ESTUDIO

3 OBJETIVOS ESPECIFICOS
4 DESARROLLO DE LOS CONTENIDOS
1 Imagen de derivada de la funcion en un punto
2 Concepto de derivada de funciéon en un punto
3 Calculo de derivadas
4 Tabla de derivadas inmediatas
5 Operaciones con derivadas
6 Regla de la cadena
7 Ejercicios
5 BIBLIOGRAFIA
6 EJERCICIOS DE AUTOCOMPROBACION
7 SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS

2. INTRODUCCION GENERAL A LA UNIDAD Y ORIENTACIONES PARA EL
ESTUDIO

El concepto de derivada de una funcién en un punto, es un concepto si-

milar al concepto de limite de una funcién en un punto

El concepto de derivada esta ligado a la imagen de recta tangente, o li-
mite de rectas secantes.

Por ello nos centraremos en presentar el concepto, con su imagen vi-

sual, y posteriormente calcular derivadas de funciones.

3. OBJETIVOS ESPECIFICOS
Concepto de derivada de una funcion en un punto

Concepto visual (o intuitivo) de derivada de una funcién en un punto
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Calculo de derivadas inmediatas
Calculo de derivada del producto, y del cociente

Regla de la cadena

4. DESARROLLO DE LOS CONTENIDOS
1. Visualizacion del concepto de derivada de la funciéon en un punto

Podemos indicar que /a derivada no es otra cosa que "la pendiente de la recta
tangente que corta a una funcién en un punto determinado".

Idea: El concepto de pendiente de una recta,

A —
La idea de pendiente entre los puntos (xo,yo) y (xl,yl) seria Ey=% , €s
1 0

decir ver el incremento de la y dividido por el incremento de x

Nota: Es habitual encontrar sefales en la carretera de pendiente pronunciada

Donde nos indica el tanto por ciento de pendiente con el que nos enfrentamos.
Una pendiente de un 12% seria que subimos 12 metros cuando recorremos
100.
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2. Concepto de derivada de funciéon en un punto
Tomemos dos puntos cualesquiera de una funcidon; ambos poseen coordenadas, que en

este caso llamaremos (x,, f(x,)) y (xzaf(xz))

S/ CID! Y A

Xl _')‘;2

Podemos calcula la pendiente entre los puntos (x,, f(x,)) y (xz, f(x))

Joaghny

oo

Tendriamos que la pendiente seria _ S (o A0~ (%)
P Ax Xp — X

A medida que x, va tomando valores cada vez mas cercanos a x;, lo mismo ocurre con
f(x,) que se va acercando a f(x,).

il

X x1+&x

El proceso acerca a la recta, que pasa por ambos puntos, a la posicion de la recta tan-
gente (corta en un solo punto).
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£- -f —HRecta tangente que
/: pasa por un punto

X

El proceso de llegar a la recta tangente a través de ir acercando las rectas secantes, es
un proceso de célculo de un limite de pendientes

A L A f()
Ax

Ax—0 Ax Ax—0

(definicién de derivada en un punto)

Definicion

Diremos que una funcién f(x) es derivable en el punto X, si existe
thth f(x0+Ax)_f(xO)
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

3. Calculo de derivadas

La derivada de una constante es cero.

fx)=2 f'x)=0

La derivada de una recta es una constante.

Claramente la recta secante de una recta es ella misma, por mucho que
nos acerquemos al punto siempre tenemos la misma pendiente, que co-
incidira con la pendiente de la recta

Ejemplo
f(x)=x+2 f'(x)=1
F(x)=3x+2 f'(x)=3
*  Ejemplo: f(x)=x" f'(x)=2x
En general f(x)=x" f(x)=nx""

Ejercicios: f(x)=3x", f(x)=4x>+2x" —x, f(x)=-2x"+x-7

Resolucién de los ejercicios
f(x)=3x f'(x)="6x
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f(x)=4x" +2x* —x f'(x)=12x> +4x -1
f(x)==2x"+x-7 f'(x)=—6x" +1

4. Tabla de derivadas inmediatas

Ejemplo En general

SG=2 " (=0 f@=K (=0

fx)=x° f'(x)=2x F(x)=x" £(x) = nx™

f(x):l f'(x):__zl f(x):Ln:x‘” f'(x):_nx—n+1
X X X

f)=lx  flx)=t

X
S (x) = sen(x) J'(x) = cos(x)
S (x) = cos(x) J'(x) = —sen(x)

fx)=¢ flx)=¢
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Estadistica Descriptiva

1. INDICE
1 INDICE
2 INTRODUCCION GENERAL A LA UNIDAD Y ORIENTACIONES PARA EL
ESTUDIO

3 OBJETIVOS ESPECIFICOS
4 DESARROLLO DE LOS CONTENIDOS

1 Introduccioén Estadistica Descriptiva
2 Parametros estadisticos.

2.1 Media de la poblacion

2.2 Concepto de muestra

2.3 Varianza de la muestra

5 BIBLIOGRAFIA
6 EJERCICIOS DE AUTOCOMPROBACION

2. INTRODUCCION GENERAL A LA UNIDAD Y ORIENTACIONES PARA EL
ESTUDIO
En algunos casos queremos estudiar un fendmeno, o cualidad de unos indivi-

duos, para ello debemos de recoger unos datos, normalmente una muestra que es
una parte de la poblacion a estudiar. Aun estudiando solamente una muestra de una
poblacion disponemos de demasiados datos, por lo que tenemos que encostrar una
forma de resumir esta informacion. En este tema resumiremos los datos dados de una
muestra, gracias a la media y la varianza.

Al final del tema deberia de ser capaz de identificar la poblacién, los individuos

y la muestra, ademas de saber calcular la media y la varianza de una muestra.

3. OBJETIVOS ESPECIFICOS
Concepto de individuo, poblacion, variable aleatoria.

Muestra
Media muestral

Varianza
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4. DESARROLLO DE LOS CONTENIDOS

1 Introduccion Estadistica Descriptiva

La estadistica es una parte de la matematica aplicada y tiene como funcién or-
denar, analizar y decidir sobre la estructura matematica asociada a masas de
datos numéricos, obtenidos de la observacién de fendmenos (fisicos, econémi-
cos. psicologicos, socioldgicos, etc.)

La tarea de describir y procesar de modo adecuado la masa de datos numéri-
cos, proveniente de observaciones y experimentos, constituye el objetivo de la
estadistica descriptiva, que es la rama de la estadistica que vamos a ver ene
este tema.

La estadistica descriptiva trata de determinar ciertos parametros estadisticos,
parametros que nos dan informacion sobre los rasgos de un elemento tipo de
colectivo ( o poblacion) estudiado, asi como otros parametros que miden la
desviacién respecto de este elemento tipo.

Resumen:

Es decir disponemos de muchos datos y tenemos que inventar un método para
poder entender un conjunto de datos, el método es resumir esa informacién en
unos parametros, parametros que llamamos parametros estadisticos.

2 Parametros estadisticos.

Una poblacién estadistica es un conjunto de individuos, objetos, etc.; sobre los
que recae observaciones de un numero finito de caracteristicas.

Veamos cual seria la poblaciéon y cada uno de los individuos de los siguientes
ejemplos.

Ejemplo 1
El peso de los alumnos de una clase
Los individuos seria: cada uno de los alumnos
La poblacidn seria: los alumnos que hay en una clase.
Cada fendmeno (o lo que llamamos variable estadistica) es el peso del alumno.

Ejemplo 2
Si le hacemos varios analisis de colesterol a un solo alumno de forma
seguida
Individuos:
Poblacion:
Fendmeno que estamos midiendo:

Ejemplo 3
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Si hacemos unos analisis en un huerto de limoneros, para saber la canti-
dad de potasio en hoja, para hacer el experimento cojemos 10 hojas de cada
arbol.

Individuo:
Poblacion:
Fendmeno que estamos midiendo:

Llamaremos variable estadistica al conjunto de valores que adopta una cuali-
dad o propiedad de los elementos de la poblacion estudiada.

2.1 Media de la poblacién

Supongamos que tenemos diez alumnos en clase, los pesamos y obtenemos
los siguientes datos

Alumn | 1° 2° 3° 4° 5° 6° 7° 8° 9° 10°
(0]

Peso 70 54 57 63 56 78 86 54 69 71

La media de esta poblacion
n 10

media—;)Ci B ;x" 70454457 +63+56+78+86+54+69+71 658
7 10 10 10

=6'58

¢, Pero como calculamos el peso medio de todos los alumnos de la universidad?

Tenemos la posibilidad de pesar a todos los alumnos y calcular la media del
peso de los alumnos, pero eso es muy costoso

Pero podriamos coger solamente unos cuantos, no podremos calcular la media
real, pero tendriamos una media aproximada.

2.2 Concepto de muestra

Se entendera por muestra una coleccion finita de elementos de la poblacién es-
tudiada

Entonces podemos obtener la media muestral. (la media de 10 alumnos elegi-
do entre los miles de alumnos de la universidad)

Alumn | 1° 2° 3° 4° 5° 6° 7° 8° 9° 10°
(0]

Peso 70 54 57 63 56 78 86 54 69 71
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n 10

Su Y
, , _70+54+57+63+56+78+86+54+69+71 658

i=1 _ =l

n 10 10 10

=6'58

Esta media muestral no es la media de la poblacion, pero el parametro estadis-
tico que es la media muestral se acerca al valor de la media poblacional a me-
dida que el numero de alumnos en la muestra que cojamos sea mas represen-
tativo (en principio mas grande).

Supongamos que hacemos lo mismo para las notas de los alumnos, tomamos
las notas de 10 alumnos.

Alumn | 1° 2° 3° 4° 5° 6° 7° 8° 9° 10°
(0]

Nota 7 5 5 6 7 7 4 8 8 8

n 10
Y Y
o0 _ O _TH54+5+6+7+7+4+48+8+8 65

=—=0%5
n 10 10 10

Se llama frecuencia absoluta n; de x; al nUmero de veces que aparece repeti-
do dicho valor en los elementos de la muestra.

En este caso tendremos los valores discretos de las notas, y los valores de las
frecuencias absolutos.

Podemos entonces calcular la media multiplicando los valores por sus frecuen-
cias absolutas y dividiendo por el numero de alumnos.

. DX, A*145F246%14+T7*3+8%3 _65 _ s
10 10 10

2.3 Varianza de la muestra

1° Ejemplo
Puede haber dos poblaciones que tengan la misma media , pero que sean muy
diferentes.

Valores 1 2 3 4 5 6
Frecuen- |3 3 5 8 7 1
cias

143

Pag



O =~ N W H OO N O

2° Ejemplo

Valores 1 2 3 4 5 6

Frecuen- |1 2 10 10 2
cias

12

10

A O @

N

o

Los dos muestreos tienen la misma media pero en cambio tienen formas muy
diferentes en el segundo se concentran todos en los valores 3 y 4
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La concentracion se mide con la varianza. Y se calcula de la siguiente forma:

n

=)\2
X, —X . .
ol = ;( ) en el caso de disponer de frecuencias absolutas

m

Z('xi _f)zni

ol = il

m

Calculémoslo para los dos ejemplos anteriores
1° Ejemplo

Valores 1 2 3 4 5 6
Frecuencias |3 3 5 8 |7 1 27

nx; 3 6 15 32 35 6 97
3,59 media
(x; —x) 259 -159 -0,59 0,41 1,41 2,41
(x, —x) 6,72 254 035 0,17 1,98 5,80
(x, —x)n, 20,16 7,61 1,76 1,33 13,87 580 50,52

1,87 Varianza

2° Ejemplo
Ejemplo 2
Valores 1 2 3 4 5 6
Frecuencias |1 2 10 |10 |2 2 27

nX; 1 4 30 40 10 12 97
3,59 media
(x; —x) 250 159 059 041 141 241
(x, —x)° 6,72 2,54 0,35 0,17 1,98 5,80
(x, —x)n, 6,72 507 3,51 1,66 3,96 1159 32,52

1,20 Varianza

Tercer ejemplo

Valores 1 2 3 4 5 6
Frecuen- |4 4 5 5 4 5
cias
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Ejemplo 3
Valores 1 2 3 4 5 6
Frecuencias 4 4 5 5 4 5 27

n;x 4 8 15 20 20 30 97
3,59 media
(x; - %) 259 -159 -0,59 041 141 241
(x, = %) 6,72 254 035 017 198 5,80
(x, —x)'n, 26,89 10,15 1,76 0,83 7,92 28,98 76,52

2,83 Varianza

Podemos observar como a medida que se concentran los datos la varianza es
menor.

La varianza nos da como de puntiaguda es la representacién grafica.
5. BIBLIOGRAFIA

Bujalance y otros. Matematicas Especiales. 22 Edicién. Editorial Sanz y Torres
(1998)

http://descartes.cnice.mecd.es

www.uoc.edu
6. EJERCICIOS DE AUTOCOMPROBACION

Nos centraremos en hacer ejercicios de calculo de media y varianza

1 Primer ejercicio sin frecuencias.

Tenemos los siguientes pesos de una muestra de alumnos de una clase

|65 |67 |89 |56 |45 |67 |56 |57 |66 |45 |
Calcula la media muestral y la varianza.
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2 Segundo ejercicio sin frecuencias.

Tenemos los siguientes pesos de una muestra de alumnos de una clase

|42 |93

|98

|40

|51

|66

| 100

|98

|65

|45

Calcula la media muestral y la varianza.

3 Ejercicio

De las muestras de los ejercicios 1y 2, ; Cual de las dos tiene mayor varianza?.

4 Primer ejercicio con frecuencias.

Tenemos la valoracion de un lider politico H, hemos preguntado a 100 personas y la

valoracién obtenida del 1 al 4 es la siguiente.

Valoracion

1

2

Frecuencia

25

30

40

Calcula la media muestral y la varianza.

5 Segundo ejercicio con frecuencias

Tenemos la valoracion de otro lider politico J, hemos preguntado a 100 personas y la

valoracion obtenida del 1 al 4 es la siguiente.

Valoracion

1

2

Frecuencia

55

30

Calcula la media muestral y la varianza.

6 Con los resultados obtenidos en los ejercicios 4 y 5, ;cual es el politico mas

valorado?.
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UNIDAD DIDACTICA 13: Nociones elementales de probabilidad

1. INDICE
iINDICE

INTRODUCCION GENERAL A LA UNIDAD Y ORIENTACIONES
PARA EL ESTUDIO

OBJETIVOS ESPECIFICOS
CONTENIDOS
1 Sucesos equiprobables
2 Laregla de Laplace
3 Suceso seguro y suceso imposible
4 Sucesos compatibles e incompatibles
5 Probabilidad de que ocurraAo B
6 Probabilidad de que ocurraAy B
*  BIBLIOGRAFIA
*  EJERCICIOS DE AUTOCOMPROBACION
*  SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS DE AUTOCOMPROBACION

2. INTRODUCCION GENERAL A LA UNIDAD Y ORIENTACIONES PARA EL
ESTUDIO

El estudio del azar es muy interesante, queremos saber las probabilidades que
hay de que ocurra un suceso. Antes de adentraenos en el calculo debemos de enten-

der que es un suceso, un suceso equiprobable, suceso seguro, suceso imposible.

Tras esto la dificultad se encuentra en identificar claramente los sucesos, y el

numero de casos favorable y de casos posible.

En este tema el calculo no tiene ninguna dificultad.

3. OBJETIVOS ESPECIFICOS
Concepto de :

suceso
suceso equiprobable

suceso seguro e imposible

suceso incompatible y suceso compatible

Calculo de probabilidades de juegos de azar.



4. DESARROLLO DE LOS CONTENIDOS

1 Sucesos equiprobables

Supongamos que tenemos un dado
sacar un 1,

Todos sabemos que tiene la misma probabilidad de salir que un 6.

cual es la probabilidad de

¢ Quiere decir esto que si tiramos unas pocas veces un dado nos salen tantos 1
como 672.

NO

Si tiramos muchisimas veces un dado, el numero de veces que saldria cada
numero tenderia a aproximarse.

2 Laregla de Laplace

Tenemos en una urna 10 bolas del mismo tama-
Ao pero de distintos colores. (La urna tiene 2 bo-
las de cada color). Se realiza el experimento de

. . sacar una bola al azar (sin mirar).

Considera los siguientes sSucesos:

. . . a) Sale bola roja

b) Sale bola verde

c) Sale bola roja o] marron

d) Sale bola azul o} verde

e) Sale bola amarilla

¢ Cuales de estos sucesos son equiprobables?

Supodn que realizas la experiencia de sacar una bola al azar un millén de veces.
-¢,Cuantas veces crees que saldra, aproximadamente, cada tipo de bola?
-¢ Qué fraccion del total representa?

Si estas considerando el suceso "sacar bola roja", al niumero de bolas rojas
que hay en la urna se le llama "numero de casos favorables" (favorables al
suceso), y al numero total de bolas que hay en la bolsa se le llama "numero
de casos posibles"

Se llama PROBABILIDAD TEORICA
de un suceso A, y se escribe p(A), al p(4) =
cociente:

Numero de casos favorables

Numero de casos posibles

Pag



Esta forma de calcular la probabilidad Para que esta regla se pueda aplicar a
de un suceso se conoce con el nombreun suceso, todos los casos posibles
de REGLA DE LAPLACE deben ser equiprobables.

Por tanto la probabilidad de sacar bola roja en la urna anterior sera:
2 1
bolaroja)=—=—-=0.2
P( 18) =15 =%

2 1
Y la probabilidad de sacar bola verde sera: p(bolaverde):ﬁzgzo.z

Analogamente p(bola amarilla) = p(bola azul) = p(bola marrén) = 0.2

-¢,Cual es la probabilidad de que al extraer una bola sea azul o verde? (Mira
primero cuantos son ahora los casos favorables sacando de la urna las bolas
que nos interesa)

-¢,Cual es la probabilidad de que al extraer una bola sea roja, amarilla o0 ma-
rron? (Mira primero cuantos son ahora los casos favorables sacando de la urna
las bolas que nos interesa)

Ejercicio 1
¢ Cual es la probabilidad de que ocurran los siguientes sucesos, al lanzar un

dado:

a) Salir el namero

b) Salir un numero par
c) Salir un numero mayor que 1
d) Salir el numero 8
e) Salir un numero menor que 5

3 Suceso seguro y suceso imposible

Habras observado en el ejercicio anterior que la respuesta a la pregunta d) es
cero.

O sea, la probabilidad de que al lanzar un dado de cuatro caras salga el nime-
ro 8 es cero, pues hay cero casos favorables. Se dice que es un suceso impo-
sible y su probabilidad es cero.

Sin embargo la respuesta al apartado e) es uno, pues todos los casos posibles
son favorables, todos los numeros de un dado de cuatro caras son menores
que 5. Se dice que es un suceso seguro y su probabilidad es uno.
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Propiedad

También habras observado que las demas probabilidades que has calculado
estan entre cero y uno.

Ejercicio 2

¢, Cual es la probabilidad de que al lanzar un dado salga?

a)
b)

numero par

o
SN N N

e) Multiplo de 3

f) Numero distinto de cero

4 Sucesos compatibles e incompatibles

En el experimento SACAR UNA CARTA de una baraja espafola, (baraja de 40

| 1127

cartas)

a) ¢ Cual es la probabilidad de salga:
- El as de oros - Un caballo
- El rey de copas - Un basto?

Si realizas mil veces este experimento (sacar una carta), cuantas veces es-
peras que se dé cada uno de los sucesos anteriores?

b) Si la carta es el seis de espadas, han ocurrido también otros muchos suce-

sos como "salir una espada", "salir un seis", "salir un numero menor que 7", etc.
En cambio no _habran ocurrido otros muchos sucesos como "salir el seis de

oros", "salir el siete de espadas”, "salir una copa", etc.

Pag



HAY MUCHOS SUCESOS QUE PUEDEN OCURRIR A LA VEZ Y OTROS
QUE NO

Entre los sucesos del apartado a), ¢hay algunos que pueden ocurrir a la vez?

c) Fijate en los siguientes sucesos:
- Salir una figura (sota, caballo 0 rey)
- Salir un oro

Si sacas una carta mil veces jCuantas veces esperas que se den los dos su-
cesos a la vez?

Compara los pares de sucesos del apartado a), o sea:
-Salir el as de oros y salir el rey de copas
-Salir un caballo y salir un basto
Y deduce si son 0 no compatibles.

Definiciones:

Dos sucesos de un experimento aleatorio que pueden ocurrir a la vez se lla-
man COMPATIBLES

Si no pueden ocurrir a la vez se llaman INCOMPATIBLES

5 Probabilidad de que ocurraAo B

Una urna contiene 2 bolas rojas, 3 bolas negras y 5 bolas azules, todas del
mismo tamano.
Consideremos el experimento de extraer una bola de la urna sin mirar.

a) Calcula la probabilidad de que ocurra cada uno
. de los siguientes sucesos:

. . . . -Calcula la probabilidad de cada uno de los si-
. . . ‘ guientes SUCesOs:

-Salir una bola que no sea negra
-Salir una bola que no sea roja

b) ¢Qué relacidén hay entre las tres probabilidades calculadas en el apartado
anterior?
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¢) Imaginate ahora una urna que contiene bolas del mismo tamafio y de distin-
to color: rojo, negro y blanco.
No sabes cuantas hay de cada color, ni cuantas hay en total.
Pero alguien te informa de las siguientes probabilidades:

p(salir bola roja)=1/2 p(salir bola negra)=1/3  p(salir bola blanca)=1/6

¢, Cuanto suman las tres probabilidades?
¢ A qué es debido ese resultado?

Calcula la probabilidad de los siguientes sucesos:
Salir bola roja o negra
Salir bola roja o blanca

Salir bola negra o blanca

La probabilidad de que ocurra uno de los dos sucesos A o B, es igual a la

SUMA de las probabilidades de que ocurra cada uno de ellos:

p(A+B)=p(4)+ p(B)
Para que esto sea asi, los dos sucesos, Ay B, tienen que ser INCOMPATI-
BLES

6 Probabilidad de que ocurraAy B

Supongamos que tenemos dos dados cual es la probabilidad de sacar dos 6 al

tirar los dos dados.

Estamos ante sucesos independientes.

1
La posibilidad de sacar un 6 en un dado es P(A)zg, la posibilidad de sacar

1
un 6 con el segundo dado P(B) =

11 1
Cual es la probabilidad de que suceda a la vez. P(AyB)=P(A)P(B)= gg = 3—
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La probabilidad de que ocurran a la vez dos sucesos A y B, es igual al
PRODUCTO de Ilas probabilidades de cada uno de ellos:
P(A'yB)=P(A)P(B)

5. BIBLIOGRAFIA

y) Gonzalez, Carlos y otros. Matematicas Il. Editorial Editex (1997)

Z) http://descartes.cnice.mecd.es
aa) www.uoc.edu

6. EJERCICIOS DE AUTOCOMPROBACION

1 Cual es la probabilidad de sacar una cara al tirar una moneda

2 Cual es la probabilidad de sacar dos caras al tirar dos monedas

3 Si tomamos una baraja de 40 cartas y una moneda, cual es la probabilidad de sacar

una cara y de sacar un rey. Tomando una carta y tirando una moneda a la vez

4 Cual es la probabilidad que nos toque el premio (a los 5 numeros) de la ONCE si

compramos un solo nimero

5'Y si no compramos ningin numero. Es mucha la diferencia.

6 Cual es la probabilidad de sacar de una baraja un rey o un oro

7 Cual es la probabilidad de sacar en una baraja un rey y que sea de oros

8 Cual es la probabilidad de sacar en una baraja copas o espadas

9 Cual es la probabilidad en una baraja de sacar reyes o sotas

10 Cual es la probabilidad en una baraja de sacar una carta que esta sea oros o copas
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11 Cual es la probabilidad de tirar una moneda tres veces y que sacan tres caras.
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7 SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS DE AUTOCOMPROBACION

1
1. P(cara) =—
(cara) 5

1,1
2 .P(cara)P(Cara) = —*—

(cara)P( ) 573
« 4

1 1
3. P(cara)P(rey) =— —
(cara)P(rey) =270 20

4. P(54637) = —
100000

=0,00001

5. P(sincomprar) =

100000

1
7. P(rey de oros)=—
(rey ) 20

8 . P(copas) = i—g P(espada) = i—g

10 10 20 _1
P +P das) = ==
(copas)+ P(espadas) = 40 2020 2

4 4
9. P(reyes) =— P(sotas) = —
(reyes) 20 (sotas) 10

4 4 8 2
P T P(sotas) =42 -5 _ 2
(reyes)+ Plsotas) = 40+ 46 =20 ~ 10

10 10
(oros) 0 (copas) 0

10 10 20 _1
P + P =— — ==
(oros)+ P(copas) = 40 2020 2

11. P(cara)P(Cara)P(Cara) =

*
N | —
0| —

L
2 2
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